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L'equazione alle derivate parziali 

(S^|f-)<'H|)^(S)')=^« 

del second' ordine, ma con una funzione arbitraria pl(;;) rappf esenta un integrale di 
quella del quart* ordine, la quale esprime, che una superficie possiede un fascio di 
meridiani (Minding) (*), che dal punto all'infinito dell'asse del fascio, sono ve- 
duti sopra un piano isometrico. Ciò risulterà dalle espressioni delle coordinate 
(x' , y' , ::') del punto sferico corrispondente secondo Gauss al punto (oc , y , z) 
della superficie z = z{x ,y), la forma finita delle quali, è : 

1 i 



(•) Minding chiama meridiani, le linee che corrlspoadono secondo Gauss ai me- 
ridiani della nota sfera. Per fascio di meridiani della superficie intendiamo il sistema 
delle linee corrispondenti ai meridiani che nella sfera formano un fascio ordinario. Per 
asso del fascio rispetto ai meridiani della superficie, Tasso del fascio nella sfera^ 
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)(2)( 
dove : 



IX -1- ir = 9(x + iy) essendo i = v'— 1 . 5 funzione, ed U, , V e V, funzioni delle va- 
riabili isometriche u e r dallo stesso nome. Si vedrà inoltre , come il problema 
degl'integrali di quella equazione, possa ridursi a quello della risoluzione di equa- 
zioni diflerenziali simultanee tra funzioni di una variabile. 

Anche questo esempio varrà per mostrare quanto riesca efficace nei problemi 
dell' Anahsi, T applicazione della teoria delle coordinate curvilinee di superficie, di 
spazio. di spazio a n dimensioni fondata da Gauss, quando, la mancanza di 
metodi generali, le difficoltà che s'incontrano nell'uso dei medesimi, sono d'osta- 
colo. Questo fatto fu avvertito con parole molto acconcie dal Sig. Prof. Beltrami 
nei preliminari della sua memoria '. Sulla teoria generale delle superficie di area 
? minima 1. 

Al lettore non sfuggirà certamente la cagione che mi ha persuaso a distin- 
guere in seguito il raso in cui oltre agl'integraH della forma 

esistano infiniti altri integrali particolari dell' equazione proposta, e il caso contra- 
rio. Niente mi è riuscito di desumere dalle note teorie sulle equazioni a derivate 
parziali d'ordine superiore al primo, che conduca ad aflermare l'una l'altra cosa. 
Del resto una tale ricerca non forma Io scopo di questo scritto (*). 

Si tratta dunque di studiare le funzioni z le quali risolvono la data equazione, 
per risalire dalle loro proprietà agl'integrali. ^ 

La funzione incognita z sia la z=z(x^ y; di una superficie riferita alle solite 
coordinate rettangolari {x , y j Z). Si ponga 

dz dz 

Siano inoltre (x' , t/' , :;') le coordinate del punto che nella sfera di Gauss 

corrisponde al punto (x , y , z). 

Osserviamo in primo luogo che la curvatura ;; di una superficie qualsivoglia, 

può ottenersi dalla formola: 

2^_dM dS 
S " dx^ dy 



(*) Sebbene la poca estensione dei nostri integrali e la mancanza forse d* un inte- 
grale finito con tre costanti per ogni forma di y^{z), a me sembri degna d^ esuma. 



)( 3 )( 
essendo : 

Per verificare l'esattezza di questa identità , la si moltiplichi da ambedue le 
parti per dx-dy, e si integri in tutto il campo o racchiuso da un contorno s, il 
quale s potrà in generale determinarsi in maniera che racchiuda nel suo interno 
un determinato punto (x , t/ , ::) di a, mentre la z resta nel campo o finita e con- 
tinua colle sue prime derivate. Potremo cosi applicare una nota trasformazione di 
integrali di superficie in integrali di contorno dovuta a Gauss, scrivendo: 



2/,^''-/.(Mdi/-Ndx), 



Ora : 

dq dq\ / dp dp\ 

ìidy - Ndx -- 

E rammentando che: 



(dq dq\ / dp dp\ 



avremo : 



pdq - qdp 



3Wi/ - Mx = V^'- ,—^ = 05' dy' - y' (to'. 



Dunque : 



^\^^^-\{x'dy'-y^dx'). 



Ora l'integrale 



(«' dy' - y' dac') 





è il doppio della proiezione sul piano {x , y) dell'area sferica corrispondente di o 
Si avrà dunque,, chiamando a quest'area: 



-/: 



dxdy 



<J 



)( *)( 

E passando al limite per a - d-a e facendo coincìdere il valore dell'integrale 
col valore medio del medesimo, sì ha : 



ovvero : 



anche : 



cPa 


dxdy 

~ 8 


d*n 


dx dy 


z' 


"' z'ò 


cm-. 


d*a 

~ 5 



essendo d*0 l'elemento sferico corrispondente a rf^c. L'ultima formola è la defini- 
zione stessa della curvatura. 

Notiamo un'altra forma sotto la quale possono porsi la H e la N. Si ha : 



^{%*^)--^'^''-l'> 



Apparisce da ciò, che per le superficie per le quali : 

(s^S) = 0+ (1)^(1)')= (g^D K'+. "-'■)-<=). 

M ed N sono derivate esatte di una medesima funzione rispetto ad x e ad y ordi- 
natamente. Infatti essendo : 

dz — pdx + qdy y 
Y iitegrale 



jv^i^ò 



dz 



derivato rispetto ad ao e ad t/ dà successivamente : 



»(£+!) =('^f'+'') . .'(1^1) ^<'-^'^'')- 



)(5)( 

Viceversa, se si vuole che M ed N siano derivate esatte di una medesima funzione 
rispetto ad ac e ad jy, bisogna supporre che la quantità : 



d+S'"^'--'') 



si riduca ad una funzione della sola varìabife :;. 
Cosi per le superficie che ci proponiamo, si ha : 

„ dV ^. f/ll 

dx dìf 



essendo : 



U = - ,^ log(l + p^ + q^) ^- j ix(:;) dz 



e quindi : 



2 _ d}V (i«U 

8 " dx^ dìf ' 



Il parametro U si distingue per una proprietà geometrica molto importante 
neir attuale analisi. Si consideri sul piano coordinato (x , y) la corrispondenza che 
si stabilisce tra il punto di coordinate (x , y) , e quello dì coordinate (x' , y') ? > 
quali punti sono le proiezioni ortogonali su quel piano dei punti (x,ij,z) , (x\y',z') 
(iella superficie e della sfera i quali si corrispondcmo nello spazio. L'equazione dif- 
ferenziale per la famiglia delle ortogonali alle linee U(ac.y) = cost. considerate come 
luoghi di punti (x , y) sarà : 

dV ^ d\] , . 
-1- dy~-j- dx -- 
dx ^ dìj 

ovvero : 

Mr/y - Ncte - x' dy' — y' dx' = ; 

e da ciò apparisce che le corrispondenti delle ortogonali alle U , sono sul piano 
(x' , yO rette concorrenti al centro delle coordinate. Finalmente osserveremo 
che si ha 

essendo d^a un elemento del piano dei punti (x,y), e fZ*fi il corrispondente ele- 
mento nel piano dei punti (x' , y'j. e ciò avviene perche il rapporto tra due ele- 
menti paralleli è uguale a quello delle corrispondenti proiezioni. Riassumendo , la 
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corrispondenza tra il piano {x , y), luogo dei punti (x , i/), e lo stesso piano ma 
considerato come luogo dei punti (x' , y') e stabilita così, che si ha : 

d*a "" dx^ "^ dy^ 

essendo U un parametro di linee esistenti nel piano {x , y), le corrispondenti delle 
quali nel piano (x' , y') sono rette concorrenti in 0. 

Consideriamo ora, che qualunque superficie può immaginarsi dedotta da una 
corrispondenza che si pone fra un piano di punti {x , y), e lo stesso piano luogo 
di punti (x'' , y')j purché questa corrispondenza permetta d'integrare il binomio : 

zrdx-^Ì;rdy 

dove s' -:- (1 - ce'* - y'*)"* 

e che allora ponendo : 



-z=/(|(te+f;dj,), 



la superficie risultante da questa equazione ha per corrispondente sferico di qual- 
sivoglia suo punto (X ,y , z) il punto di coordinate (x' , y' , z'). Ora poniamo la 
seguente quistione: Se si suppone che la sopra detta corrispondenza adempia alla 
condizione : 

d»a " dx^ ^ dy- ' 

dove U è qualunque, ma godente della proprietà geometrica di cui poco fa si è 
parlato, la ;::, che se ne deduce, sarà fra quelle in quistione? E nel caso contrario 
quali ulteriori condizioni debbono verificarsi afilnchè lo sia? Consideriamo dunque 
che essendo in tale ipotesi : 

d^a " 8 ~ «te* ^ dy* ' 
e d'altronde: 

2_(iM dN 
à" dx dy ^ 

avremo facendo la differenza tra le due espressioni di ^ , 





dx L dxì ^ di/ L dyi 



)(T )( 
E perciò : 

dx dy 
(B) 

^_du_crw 

^ ^ dy dx 

essendo \V una nuova funzione della x e della y. 
Dalle quali eguaglianze si ricava : 

m 

Mdy-Nfte=gdy-£^c/aj4.dW, 

e questo eguaglianza, considerata lungo una linea ortogonale delle U, diviene : 
dW = 0. Infatti i due binomii : 

dU^ dU^ 
dx dy 

e : Mdy - Ndac = x'di/ - y'dx' , 

si annullano separatamente per 1* equazione delle ortogonali delle U, e perchè a 
queste corrispondono per ipotesi le rette per 0. Dunque W è un parametro delle 
ortogonali delle U. E quindi, chiamando A una funzione della x e della y avremo : 

dW^^dU 
dy "" dee 

dW^^^dU 
dx~^ dy' 



Avremo cosi 



mr /. iv dU UT ,4 iv dU 

M = (H-A)-, N = (l + A)-. 



D'onde si vede, che M ed N non risultano derivate esatte di una medesima 
funzione rispetto ad a; e ad y, essendo ancora necessaria e sufTicicnte la condizione: 

A = A(U). 

Interpretiamo in parte questa condizione. Sostituendo nella (1), e riducendo si ha: 

dW ^ dF(U) 
dy "" dx ' 

(?) 

dAV __ dF(U) 

do; " dy 



)(8)( 

essendo F un nuovo simbolo di funzione, che è arbitraria insieme con A. Da ciò si 
deduce, che le U debbono essere isometriche, del resto a parametro qualsivoglia, 
perche : 

;.7F(U) +-;-F(U)::.0. 



dx^ dy 

Quest'ultima condizione non è tuttavia sulTicicnte a stabihre da se sola la 
A-A(r) ovvero le (2), perchè si richiede inoltre che la W già definita dalla formola : 

soddisfi alla : 

d^ d'AV 
dx^ dy^ ~" 

Attualmente essendo AV un parametro delle linee ortogonali alle linee U, se 
queste sono isometriche anche le AV lo saranno, e perciò si avrà : 

Fi (W) -f ;;^ F, (W) = 



dxl^ *' ' dy^ 

essendo F, una funzione. Dunque ad ottenere lo scopo è necessari.! inoltre la con 
dizione addizionale : 

(3) F,(W) = W. 

Intanto apparisce il seguente teorema : « Nella sfera di una z i meridiani per 
Tasse z hanno per corrispondenti sulla :: Unee, che si proiettano sul piano (x,y) 
secondo isometriche ». 

La quale proprietà è ovvia quando 

;^(^)-o, 

e r equazione proposta c> : 

dx^ dy' " 
In questo caso, le proiezioni in quistione definite dal parametro : 

V Q 
so no isometriche, perche con le : 

dp __ dq dp _ dq 

cte """ dy ' dy'^ dx 



)(9)( 
si ha identicamente : 

la qual forinola esprime la suddetta isometri a. 

Adesso siamo certi che se le funzioni z s'intendano dedotte dalla formola 



-z=/(Jdx + ^dy) 



dopo una stabilita corrispondenza tra i punti (x ^y) e i punti (ce' , y') , la qual 
corrispondenza renda soddisfatta la : 

essendo U=U(x,j/) un parametro di linee alle quali corrispondono rette per T ori- 
gine, nulla si toglie alla generalità, supponendo le U isometriche, purché resti in- 
determinato il parametro della isometria. Ciò dà luogo a un tipo di tutte le z. 

Infatti immaginando due piani posti in corrispondenza, e in tale condizione 
che dal solito integrale possa dedursi una - z, riferiamo quello delle (x , y) alle 
coordinate curvilinee isometriche : 

F(U) = w W = v 

e sia : 

1 
ds* = doc* + di/* = ^ (dw* -f dv^) 

il quadrato del suo elemento lineare, dove : 



fc* ■" \du) '^KdvJ' 



Sia inoltre : 

da'» = da5'« + dy'* 

il quadrato del ds' corrispondente al ds nel piano (ce' , y'). Fra le (as , i/ , w , v) 
sussisterà una relazione della forma : 

05 + it/ = 9 (w + iv) , 

tale essendo la relazione tra la variabile complessa x + iy formata colla x e colla y 
di un piano, e la i4 + iv formata coi parametri di isometria di una famiglia di iso- 
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metriche e delle loro ortogonali. Sarà inoltre : 

dudv 



d*a = 



fc2 • 



Per l'espressione del d*g osserviamo che : . . 

ce' = x'(x , y) = 05' (ti , V) , 

y'-y'{x,y) = y'{u,v), 

, . doc' . dac' , 
dx =-7— du4--7— dr , 
du dv 

dy' = -r-du 4- -7- dv. 
'^ d?i dv 

E i due lati del piccolo rettangolo , che nel. piano (ac . y) è determinato dagli 
elementi delle linee u e v cbc passano per quel punto, hanno rispettivamente per 
proiezioni dei loro corrispondenti sugli assi x ed y 

dx' , dy' , 

^1— dv , -*^- dr 
dv dv 

dx' , dy' . 

-j— du , -r- du. 
du : du 

Questi corrispondenti determinano cosi il parallelogrammo d*^ di area: 

d2? = H'dwdv 



dove : 



Avremo dunque : 



„, _ (to] dy[^ (te' dy* 

" du ' dv dv ' dJT ' 



2 ^ = 2H'&* 



Si ha inoltre : 



dUdU du 
dx " du dx 



d*U ___ d^ /duy dV 
dx^ " du^ \dxì du ' 



)( « )( 



e una forinola analoga per — ^; e quindi 

d»U cPV , , d»U 
(te* dy* (tu* 

in virtù delle riduzioni che nascono per le note : 

dx_dy dflc _ dy 

du" dv ^ (tv " du ' 



Dunque, siccome dev'essere: 



cf^a ~ dac« "^ (ii/ 



* 



SI avrà : 



^ ^ \(iu (ir (iv du I dxir 



Inoltre alle v - cost. corrispondendo le rette per sarà : 
essendo V una funzione della sola v. Dair ultima formola si ricavano le relazioni : 

du du ^ dv ^ dv 

Se si paragonano queste relazioni colla (S) si avrà a sostituzioni fatte ed ese- 
guite riduzioni : 

^ (tu (tu* 



ovvero : 



^«^■»^-s=« 



che integrata dà 



vV» = -S + v. 



(tu 
essendo T, una funzione della sola v, 



)( i2 )( 



JTT 

Dunque ponendo U| = — -r— si avrà : 



1 1 



e quindi : 



(6) -z = 



5i + V 



1 

1 



l-l-(^+V,)(l + V*)J 



{dy + Vcte). 



Questa è la forma alla quale debbono essere riducibili tutte le -2 e le coppie 
di variabili (u , v) , (a? , y) che vi compariscono, soddisfano alla 

a5-F-ti/ = 9(u + iv). 

Viceversa se una ~ z (integrabile) è riducibile alla forma precedente, e se le 
costanti arbitrarie permettono di soddisfare alla condizione addizionale (3), la -- 
espressa colla x e colla y sarà una soluzione deir equazione fondamentale. 

Prima di discutere in generale il risultato ottenuto, vediamo a che cosa esso 
equivale nel caso particolare di 

Avvertiamo per chiarezza di ciò che segue che supposto che si abbia iii(2)=0, 
le derivate p e g sono rispettivamente eguali al coefliciente di i , e alla parte 
reale di una funzione della variabile x + iy, E viceversa il coeflìciente di i e la 
parte reale di una funzione della x -)- iy possono sempre porsi sotto la forma 

dz dz , 

zr~i :j~ > essendo : 
dx dy 

Ciò premesso si ha nel caso di ijl (z) = 






.(te* dy' 
d'onde integrando : 

V=tg(k» + fc') 



)( 13 )( 
n valore di — t- ricavato da (6) diviene nel caso attuale : 



— -T- = sen (kv -i- k') — — 



dove U| e V| stanno per le precedenti dello stesso nome moltiplicate per fc, e per 
TTT- irr:. In modo analogo si trova : 



cos 



|=.„^,,,[_vtij- 



£ quindi : 



(|-<s) '-«■""'■' [t^^J- 



Ora richiamiamo, che nulla si toglie alla generalità indicando con — F(x-fii/) 
il primo membro di quest'ultima eguaglianza, essendo F una funzione generale. E 
siccome: 

potremo scrivere sotto forma finita : 



1 
^ U-U,-V,J 



Ora la U, non varia con F, ma passando da F ad F, , la nuova U, è una fun- 
zione lineare della primitiva. Infatti applicando l'ultima formola ad F, , si ha: 



1 

-F.x. = e*^*-^')[^_1+I^]'. 



Eliminando dalle ultime due formole la u + tv , potremo giungere a una rela- 
zione della forma: 

U + V = e(«, U, + V,), 
essendo e funzione. Quest' ultima, derivata rispetto ad u , ci dà : 

U' de 

u; ~ d(u, + V,) ■• 



)( 14 )( 

d'onde : 

essendo {v) funzione di v. Derivando di nuovo rispetto a v si otterrà : 

v/ ^, + {vy = v, 

d' onde : 

u' v - (vY 



= w 



u/ v/ 

essendo w una costante. Si conclude dunque che : 

U = toU, + w, 

essendo to, un'altra costante. 

Basterà dunque trovare U, in un caso speciale. Assumiamo 

F(p)-->P, 
e poniamo : 

d' onde : 



e quindi : 



p = coseni/ , q = e*cosj/. 



&r+.fc' = tg-*^ = y 



ed X = /c(u - vi) essendo m costante. Verrà dunque : 

X + iy = 9 (w + iv) = k ' {il -f tv) + ik' — fem. 
Dunque : 



F(<p) = e'^'^*^*') • e'^^""'"^ = - e'^'^^^^') [ — ' ^-^^ 1 , 
d' onde : 

Di qui apparisce che Y, dev'esser costante, e che deve risultare in generale 



)( 15 )( 

Ma si vede chiaramente dalla formola precedente la quale dà F(9), che V, può 
esser supposta zero, nulla togliendo alla generalità, e che deve poi farsi : io = 1 , 
w,=0, aflÌDchè il secondo membro della formola possa diventare funzione di u-\-h\ 
Così la (6) conduce in sostanza a questa conseguenza: Quando 






si ha : 



\ 



- — = sen (kv + &') • e*(«-"'^ , -- — = cos (kv -f fe') e*^*''-'») 

rome si può facilmente verificare per altra via immediata. Tornando alla (6) e 
ponendo : 



[; 



— + V. ->* 



= r. 



si avrà : 

-5 = /(rr./y + rVrte). 

La condizione per la integrabilità del secondo membro, la quale si è presup- 
posta fin qui, è : 

drdry 

(ìx "" dy ' 

Approfittando delle note relazioni differenziali fra le due coppie {u,v) {x,y) di 
variabili, la precedente condizione diverrà facilmente : 

dx fdr (irV\ dx fdv , drV\ . 
du \dxb dv J dM \dxì dit / 

Quest'ultima equazione non può esser soddisfatta per x variabile isometrica 
qualunque, se non si pone : 

drdrV dv _ cZrY 

dxi" dv ' dv " dìt ' 

Dalle quali si ricava : 



r(i + v^)^ = p(iO 



essendo o funzione. 



E perciò : 



ovvero : 



e quindi : 



e inoltre : 
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(ili fin " 1 1 — ^ > 

p(u) -l^-V*-^^^^-' 



p Ju) = cC<wto+C|Ort^ 



V = tg(Cost. v + C|Ost.) , 



e si ritoma al caso di iji = esaminato poco fa. 

Per soddisfare alla condizione d'integrabilità nel modo più generale, poniamo: 



dìi," \dv du / 



(8) 



dv "~ \du 



drv\ 
dv ) 



essendo w una funzione. Ovvero posto :, 



drV dr ^ 

-H = A 

du dv 

dry dr _ _ 
dv du ~" ' 



avremo : 



dx 
du 



= wA 



dx ^ 

— =-wB. 
dv 



Ora (0 deve soddisfare alle due condizioni : 



d*x d'x 



difcdr dvdu 



d^x d*x _ ^ 
d"?I« "^ du« "" ' 



ovvero : 



dA , dB . p dlogco . ^ dlogco 
dv du du dv 



dA dB , . dlogw T.d\ogi»}_^ 
-,- — -. — r A — D — ; — " > 

du dv du dv 
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d' onde : 

A— _B — 

(9) 

gdA_^dB 
d . d ... _,.T du ~du 

Afllnchè ì secondi membri di queste due ultime equazioni siano derivate esatte 
della stessa funzione log u rispetto ad n e a v , è necessaria e sufllciente la con- 
dizione : 

' dA) 1 = 0, 



(A - - B \ /a - 

du du I , d^( do 
A2 + B* / dv\ A2 + B« 



che scritta in modo più semplice diviene : 

la quale implica le sole funzioni U, , V , Y| , e le loro derivate. 
La frazione k* sviluppata dà luogo ali* altra : 

D 

dove a, g, 7, a', P', 7' hanno i seguenti valori : 

p = 4V'« VV, - Y" p' = - Y V" + 2Y'* - 4Y'« Y, 

Y = 2 Y'3 YY.* + Y'* Y,' T ' = V Y'»Y\ + 2Y'»Y, - 2Y'8 Y,» . 

Se si pone : 
r equazione fondamentale è soddisfatta. Ciò corrisponde al fatto che ponendo: 

essendo m ed n due costanti, si hanno le condizioni necessarie e sufficienti affin- 
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che la (10) sia soddisfatta per U, qualsivoglia. Ma questo impone alla V la con- 
dizione : 

V= -tg{mv + n) , 

e si può inoltre vedere che con 

V| - m^ cos* (mv -f 71) , 

dove m, ò arbitraria, sì soddisfa nel modo più generale alle altre due condizioni. 
Si soddisfa adunque alla (10) per 

U, = U, , V = - tg(m'u -f- n) , V, - m, cos*(my -f n). 

Sostituendo questi valori in quello di r, e ritrovando poi A e B per le (8), e quindi 
co con le (9), e finalmente la x mediante le 



e la 1/ colle , 



da; . dx ^ 

T- = wA , — = - loB , 
(iu dv 



dx _dy dx ^ dy 

du ~" dv ' dv'^" diL^ 



sì troverà facilmente che la (6) ridotta alle sole variabili as ed y dà appunto l'in- 
tegrale : 

Dal processo, che abbiamo seguito, si vede chiaramente che per trovare inte- 
grali finiti della nostra equazione bisogna partire dando alle funzioni U| , V, e V 
valori tali che la quantità : 

si possa assimilare ad una delle notissime funzioni di u e v soddisfacenti alla : 



Si raggiunge lo scopo in modo assai ampio ponendo : 

a (2U,» + 1,') + pU, + T = AP = A ^ 

«' (2U,» + U.O + P'U, + y = AQ = A ^ . 
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essendo : 

dove A e 9 sono funzioni qualunque, la prima di u e di v e l'altra della variabile 
u+iv. Ed esprimendo tutto con un* equazione sola: 

(2U,« + U/)(A + ia') + U,(? + i^') + Y + n' = A . <p(u + iv). 

Se per esempio si pone : 

2U,« + U/ = fcU, 

essendo /» una costante, ed inoltre : 

V, = Y = r = 0, 
ovvero : 

^* = lTY^ d'onde: y = y'=0, 
la precedente condizione diverrà : 

la quale può essere soddisfatta ponendo : 

(p(tt 4- iv) = e*'(«-™) (cos (fc't; + fc") + i sen (fc'v + fc")) , 
e inoltre : 

A = U, V3 : c*'^«-"*) 

dinotando con fc' , m , fc" tre costanti, e con V3 una funzione di v. 
D' onde si ottiene : 

p + fca = V3 cos {k'v + fc") 
• ' P' + /£a' = V3sen(fc'i; + /t"), 

e quindi la equazione seguente per determinare V : 

f/f% cot(fe^i; + fc^O> 

la quale dà origine a due diverse condizioni per V secondo che si supponga 

1 
V, = ovvero V^ = j-^ . 
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L'una l'altra di queste equazioni ci dà V con cinque costanti arbitrarie, tre 
delle quali sono le fc, fc', fc", e le altre due quelle della integrazione. È in questo 
modo che possono ottenersi moltissimi integrali particolari della nostra equazione. 

Passiamo ora ad indicare la via generale che dovrebbe seguirsi per ottenere 
tutti gì* integrali della medesima, la quale ci offre la sola difficoltà inerente alla inte- 
grazione delle ordinarie equazioni differenziali, alla eliminazione, ed agli sviluppi di 
calcolo certamente non facili. E soprattutto passiamo ad esaminare il conto, che deve 
farsi della condizione addizionale (3). 

Consideriamo T equazione (10). A derivazioni eseguite, essa si trasforma in un 
altra, la quale conterrà la V e la V, colle loro derivate sino alla quarta ed alla 
terza, e inoltre sarà del terz' ordine rispetto ad U,. Questa equazione integrata tre 
volte rispetto alla variabile w, farebbe conoscere qua! funzione debba essere U, 
della variabile u e di tre costanti arbitrarie (funzioni di v), e che designeremo con 
W, , Wj , Wj. Si avrebbe cosi : 

(11) U, = V,(n, V, .,. , V'v , V, ... , V/" , W, , W, , W,). 

È evidente, che la (11) non può sussistere , se non si rende il suo secondo 
membro indipendente da v; cioè se non si pone la condizione : 

(12) ^ = T (w,V... yv , V,.,. v.iv , w, , W, , W, . W, , W, , W',) --. 0. 

La u non manca nella (12), altrimenti la (H) avrebbe la forma: 

U, = (U,) + K 

essendo (U,) una funzione di u priva di costanti non additive , e R funzione di v. 
I modi dunque per ottenere l'identità in (11) sarebbero esauriti ponendo: 

U, = (U,) , K = 0. 

Ma da qualche esempio, che esporremo, risulterà che la (U,) può contenere co- 
stanti non additive. È dunque facile determinare a quali condizioni la (12) può rea- 
lizzarsi. Queste sono in generale : 

^.=Q=J(SX =«. 

essendo le quantità che si eguagliano a zero i coefficienti della funzione T svilup- 
pata secondo le potenze di u col Teorema di Mac La ur in. Alle condizioni (13) 
si dovrà soddisfare impiegando le cinque funzioni arbitrarie della sola v che in esse 
si contengono colle loro derivate. Dunque la ricerca del modo più generale per 
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soddisfare alle (13) è ridotta alla ricerca delle più generali soluzioni di un sistema 
d* equazioni difTerenziali simultanee tra cinque funzioni. 

Se ammettiamo che T equazione fondamentale per valori di ;jl diversi da zero 
abbia soluzioni particolari in numero infinito diverse da quelle, che son dovute 
air esistenza dell* integrale : 

z = 2 (x* -f 1/*) , 

pel quale soltanto la U, della (11) resta indeterminata, converrà anche ammettere, 
che le relazioni finite tra le cinque funzioni di V e tra costanti arbitrarie equiva- 
lenti alle (13) permettano di determinare le costanti in modo , che esse si ridu- 
cano a non più di quattro equazioni distinte e finite. 

Esse non potrebbero ridursi a meno di quattro, perchè, se ciò fosse, la (IO) 
ammetterebbe qualche soluzione per V e V| date comunque'. Ma se si pone per 
esempio: Y = i;*, V, = 0, la (10) non può essere soddisfatta in alcun modo. Con- 
cludiamo dà ciò, che data ad arbitrio la V e la V| della (10) si potrebbero deter- 
minare la V| la T in modo da ottenere l'identità nella (10). La determinazione 
della V| cosi coniugata alla V , o della V coniugata a V, , dipende appunto dalla 
risoluzione delle equazioni simultanee (13). Ottenuta la quale, la (il) darebbe la 
U, corrispondente. Nella attuale ipotesi le precedenti considerazioni sono, per ciò 
che si riferisce alle soluzioni dell'equazione data, completate dalla seguente osser- 
vazione. Data una delle cinque funzioni arbitrarie di v, dopo aver ottenuto il si- 
stema, o i sistemi in numero finito, delle altre quattro funzioni di v corrispondenti . 
e la Uj corrispondente in ciascun sistema, resta a priori per ciascun sistema de- 
terminata la W deir integrale : 



^-m-'>)M'-Z>y] 



dy 

occorsa al principio di questo scritto. Prescindendo da un binomio additivo lineare 
di V essa resta determinata in modo unico. 

Infatti potranno in primo luogo ottenersi la M e la N del principio, le quali 
essendo formate con p , g , e colle loro prime derivate si avranno in termini di u 
e V mediante le solite relazioni : 

d ^ d du d dv ^_^^i^.^ 

dx^'da'dx'^di)' dà: ' dy^ dÀl'dty dv dy' 

e quelle che danno -7^ , ~ , :r , -3^ per mezzo delle derivate inverse. 
^ dx dx dy dy ^ 

Ora M ed N debbono esser decomponibili in binomii della forma : 

dU . dW dU _dW 

dx^ dy ' dy dx 



)( 22 )( 

rispettivamente per causa delle (B). Vediamo se questa decomposizione può farsi 
in più modi. Supponendo : 

dIJ dWdUa dWj 
" dx dy " dx dy ' 

^ dU dW _ dll^ dW^ 
^ dy dx ^ dy dx ' 

il binomio 

U-U2 + t(W-W,) 

sarebbe funzione di x -\- iy come u -f ir, e quindi : 

U - Uj = aw + ò' , 

W - W, = ai? + 6 
le quali dimostrano, che la AV risulta della forma : 

(W) + ar -}- 6 

essendo (W) determinata in modo unico. Ora la condizione (3) impone alla W di 
soddisfare a : 

d*W d'W _ d'(W) 
dx^ dy* "" di;* ~ 

Dunque o questa condizione sarà identicamente soddisfatta, o la quantità 

d^W) 
dv^ 

sarà ancora funzione di v, della arbitraria, e di costanti. In quest'ultima ipotesi 
le costanti arbitrarie permetteranno convenientemente detcrminate di soddisfare alla 

dv^ ""' 

altrimenti questa condizione determinerebbe la funzione arbitraria, e ciò è con- 
trario alla ipotesi deir esistenza d'influite ulteriori soluzioni che esaminiamo. Con- 
cludiamo da ciò, che data ad arbitrio una delle note cinque funzioni, e determinate 
quindi nel modo più generale la V, la V| , e la U, , sarà finalmente possibile de- 
terminare le costanti arbitrarie e la corrispondente z in modo da avere una so- 
luzione dell'equazione proposta. 
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Se non si ammettono le infinite soluzioni ulteriori suddette, si troveranno i si- 
stemi più generali di cinque funzioni atti a verificare le (13), e se ne dedurranno 
le z determinando come conviene le costanti arbitrarie. Ma si avrebbe cosi una 
classe di equazioni a derivate parziali del 2** ordine, avente soltanto un integrale 
con due costanti arbitràrie. Infatti nella attuale ipotesi le [jl(js) dell'equazione fon- 
damentale risulterebbero determinate in modi non qualunque. E T equazione: 

per :jl(z) non riducibile con quelli, non avrebbe altro integrale se non quello con 
due costanti che proviene dalla : 

2 = -(ce- 4-y^). 

Esponiamo qui appresso qualche esempio semphce. 
Nella (10) pongasi: 

essendo h ^ V costanti. 
Si avrà : 

V = A- , V" = 0. 

Il quoziente -=- diviene : 



A . . /cv + fc' 



— \n-\ 



essendo : 



Se si pone: 



B *^ 2/cvv-l 



W = U, :(2U4 + U/). 



w = U, :(2U, + U/)-'4^^ 



essendo anche 6 costante, ovvero : 

V9 = cost = e , 
abbiamo ordinatamente \ 



B "" ^ ku + kb ' B' ^ 2&C-1 



e in ambedue i casi soddisfatta la (10). 



l 



){ 24 )( 
Dunque le ipotesi : 

V, = , V = fcv + fc' , 2U, : (2U, + U,') = u + 6 
V, = , \' = kv + k' , U, : (2U, + U,')='C 

sono in accordo con (10). Consideriamo la seconda ipotesi. La formola : 



2U, + U,' 



= c 



equivale all'altra: 



IIV 2cU,' 



che integrata dà: 



e ~ U, 1 - 2cU, ' 



*'' + ? = '«8 (u;^) 



d' onde : 



U,= 



gCtt-4-C' 



1 + 26^^*^' ' 



cangiato il nome delle costanti. 
Limitiamoci a porre : 



e«(«-^) 





-1 - 1 + 2c^{u-,c) 


, T — 


1/ j » 1 V» 


Abbiamo : 


r = 




gU+C 






(1- 




dr 


gtl+C 




9 


dry «e"^' 


du (4 


- v*e*("-^''^)^ 


•^^ (l-u^e»*"-^))*" 


dr 


s 




) 


dry e*^ 


^^"(l 


^^ [1 - ««e^*^)]» 



Quindi B = e per le (9) wA = r essendo r costante. 
Dunque : 

-- = wA = r , V- = , 
du ' dv ' 

od; ac = ru + m,j/ = rv4-n* 



)( 25 )( 
Dunque finalmente : 

- 2 = r I ^^ f = r sen ' re"^^ 

•' (1 - u»e*("-^^))* 

ovvero : 



T^_^^ 



- 2 = r sen * I ^ I e 



Si può ora verificare che l'equazione fondamentale è soddisfatta lasciando in- 
latte le costanti arbitrarie. Infatti : 





dz dz du ve^'*'^' 




^ dx" du dx ^j _ ^,g,(«+e))ì 




dz dz dv e*^ 




"* dy àv dy (1 _ ^,g,(.^))r 




. , , l + e^c^*) 




d»z dp 1 «c»+* 
d3C*~da!" r (i_^2e2(«+c))f' 




d'z d(/ 1 «e»("+*) 




dy*-dy- r ^^ _ ^,^,„^e))r 


Dunque sarà: 


« 



(^+^v,(,+p.+,.)=-^._£::i_^. 

Vdac dy/ \ J r /j_^tet(«*-e))t 

t 

II secondo membro di quest'ultima formola, essendo funzione del prodotto ve**"*"^, lo 
è perciò anche di 2. 
Nella superficie : 



z-r sen~* ( ^ j e 



^-"• + r 



le lìnee che si proiettano secondo le w = Cost e quindi x = Cost sono linee di cur- 
vatura costante. Alle v = c'ost 02/:= Cost corrispondono sempre nella sfera meri- 

4 
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diani per z. Dunque questa superficie ha le linee di curvatura costante in piani pa- 
ralleli. E un sistema di piani paralleli ortogonale a quello delle linee di curvatura 
costante, sega la superficie secondo meridiani d'un sistema. 
Si socidisfa alla (10), ponendo : 

,,— ,,-^-cot(/c'r-ffc") 



- VV" + 2^'2-fcV 
colnc già si è veduto. 

Facciamo 7ì; = 7ì' = 0. L'integrazione ci dà immediatamente: 

TJ| = , ruV 

2t4 -f e nv + 2J 

dove le quantità nuove sono costanti. Facciamo : 

e = p -~ , 7j — m - 1 , 



e assumiamo : 






In questa ipotesi : 



r = 



{In - Ixr - 1 + 2r)- 



A:.-B = ^ 



(2i6 - 2i;^ - 1 -h 2f)* 



w=:-(2i*-5t'2-l-f 2r)^ • 



da; . ^, dflc 
_ = 2fc = — , 
iixk dv 



e quindi : 

X = 2/ì;(a + r) + fc' , 1/ - "^^(1; - n) -}- fc " , 

■'(2u-2t)« + 2«-l)» 



ovvero : 



2 (2 - fc,)« = 8Ax - 8fc* - (a + j/)». 



X«)( 

Questa relazione soddisfa alla nostra equazione. Infatti si ha : 
le quali ultime due relazioni sommate danno origine alla : 



. ^ fdzy fdzy . , , f<Pz d*z\ - 



Anche la superficie di 2® grado : 

2 (J3 - fc|)* - 8kx - 8&« - (x + y)* 

e segata da due sistemi ortogonali di piani paralleli secondo le sue linee di cur- 
vatura costante, e secondo un sistema di meridiani. 
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SULLE EQUAZIONI A RADICI EQUIDIFFERENTI 



PER 



STEFANO GATTI 



Proposizione. Se le radici dfilV equazione 

oc* + a, X*"' + Oj 05*"* + . . . + a„_, x + o„ = , (A) 

sono in progressione aritmeiicay le due radici estreme della medesima sono date 
dalla formola 

, ,/ 3(n-l)[(n-l)a.*-27^ 

g= , 

n 

posto però che n sìa un numero intero e positivo. 

Dimostrazione. Indicando con a la radice più piccola e con h la diITcrenza fra 
le successive radici dell'equazione (A), possiamo stabilire T eguaglianza 

a + (a + h) + (a + 2/i) + . . . + [« + (n - ì)h] = - ai , 
ossia 



n(a-f-^^h) = -a, , (B) 



come pure quest'altra 



a (a -h h) 4- a(a + 2h) -h . . . + a[a -f (n - ì)h] 
+ (a + h)[a + 2/i-fa + 3/i+ . . . +a(n-l)/i] 
+ (a + 2/0[a-f 3/i + a + 4h+ . . . +a + (n-l)/i] 

+ H«f (c) 

+ 

+ [a + (n - 3)/iJ [a + (n - 2)h + a + (n - i)h] 

+ [a + (n - 2)/i] [a + (n - 1 )h] / 
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Intanto sì può notare che se n è impari la quantità a -| — ^ h rappresenta la 

radice media della CA) ; laonde la (B) ci fa conchiudere che : 

Se il grado dell'equazione (A) è impari, si ha la sua radice media nel quo- 
ziente che si ottiene dividendo il coefficiente di ac'*"*, preso con segno cangiato, 
per il grado dell'equazione stessa. Quindi siamo ridotti a trattare l'equazione (A) 
considerando come pari il suo grado. 
Ora è facile il vedere che 

a[a + h + a-f2h + ... + a + (n~l)h] = (n~l)a« + -^^'^^^^^^ — ah, 

(a + h)[a + 2/H-a + 3/t+ . . . + a-h (n - l)/i] = 

C.X , / «X .. n(7i-l)-l-2 , , (?i-f l)fn-2),, 
= (n - 2)0} + (n - 2)ah + -^ ^ a/i + '- /i* , 



2 



(a + 2/i)[a + 3/1 -f . . . 4- a 4- (n - l)/il = 
= (n-3)«» + 2(n-3)«ftf "^"-V-^-^ /> + 2 ^"^y-^> /.», 



(a+VL^h\ [a+^/t+ . . . +a + (n-l)/i] - 



., n-2 n Zn-2 n 

^^ , n-2 n , ^^^^^"'^^-" 2 '2 , n^ì^IZJn 



(a+ J/i)[a + ^h+...+a + (n>-l)h] = 



, ,vnn + 2 3/1 n-2 

e» A 71(^—1) :• — 5 — -?r • — s — 

n-2 . n n - 2 , , J^ ^ 2 2 . , n 22_, , 

2^22 2 *" ^ 2 2 ' 



[ a + (n — 2) h ] [a + (n - 1 ) h ] = 

. / ON , n(n - 1) - (?i - 2)(n - 1) , , 2(n - l)(n - 2) , , 
= a^'\-(n'- 2)a/i + -^ — ^ ^ ah 4- ^ /i*. 



)( 30 )( 
L'equazione (C) si trasformerà adunque in quest'altra 

[l+2+3+... + (n-3)4(n-2)4(n-l)laH[2J(n-2)+v(n-3)+3(n-4)f...+!^-2}il 

v(iì.-\) v(n-i)-l-2 n0i-l)-(n-2)(n-1)l . 
+ -y- + -^ - 2 — - + • • • + 2— ^ ^J «/i 

ir 

+ 2L^" + ')(" ~ *^ + ^^'^ + 2)(n - 3) + . . . + 

+ •••+-2 2~"2 ^S'^'!"^^-^- *~^^^""^ "^^'^ l)(n-2)2jft« 

Facciamo una breve digressione. Osservando che 

1 + 2 + 3+.. .4-(n-2)=<-^^'i:^, 

.t3t....Kn-.). <''-'>»:^>-'- . 



=a,. 



(H-3) + (n-2)= ^»-'^("-'^^;^-^-*)("-^> 



(n-l)(n-2)-(n-3)(n-2) 
" - ■' 5 



siamo ridotti a quest'egua^'Iianza 

2[l-2 + 2-3 + 3-4+ . . .+(n-2)(n-l)] = 

= 2(n-l)(n-2)f(n-l)(n-2) -l-2+...+(n-l)(n-2)-(n-3)(n-2) 

= (n-l)«(n-2) -[1 ■2+2.3+...+(n-3)(n-2)+(n-?)(n-l)]+(n-2)(n-l) , 

d'onde deriva 

3[l-2 + 2-3 + 3-4+. . . +(n-2)(n-l)l = (n-2)(n-l)n 



e quindi 



l-2t2-3 + 3-4 + ...+(n-2)(n-l) = ^""^y~^^" (D). 
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Ritornando ora ali* ultima equazione scritta, ed osservando che 

1 4-2 + 3+- ...+(/!- 3) 4- (a - 2) + (il- i) ..li^'^' ~ ^^ 



2 
n-2 n 



(n-2)-f2(n-3)+3(n-4)+...+ 

= 71 (l +-2+34-...+ --^) - (l-2H-2-3+3-4f...+'-i^.|) 

♦ 

__ ?i^0ì-2) __ ~2~''i' "l _ 3n'(/?-^)-(??-2)(/i+e)7i _^ 7?(??.-1)(?i-2 ) 
"" 8 3 " 24 ' 12 ~ ' 

}\{n-\) 7i(n-1)-|.2 n(n-l)-2.3 

?i(n-1)-(7t-2)(»-l) _ «(n-D* _ (n-?)(n-l)ft _ n(n-l)(2n-1) 
"^ 2 ~ -2 6 ~ 6 ' 

.,(,„ n.^o.., os^ ^n-2 «ì , n(n-l)fn(n-l)-l-2+.. . +n(n-l)-(>t- 2)(n-l)_ 
.' j(re— ^;-f--^(.n-j;+...+ — s— • 2( + 2 "^ " 

_n(n-l)(n-2)+n(n-l)(2n-l) _n(»i-l)* 



ii-f l)(n - 2) + 2(n + 2)(ft - 3) + . . . + 

. n-2 3j»-2 n n 3n n-2 . , «,,, „.., , _., ... 

= (j»-2)(3n-l)+2(n-3)(3rt-l)+...+|-^(3n-l) = 

= (3n-.) [(n-2)+2(„- 3) + ...-^^ . |] = ^^--^)nin-^)^n-,) ^ 



essa Si converte in quest'altra 



m^ ,. ^ 'i(!^i)l „, ^ (3,»^)nO«::i)(nz!) ,, = „, , 



(E) 



• • 



"2 ' 2 ' n 

ossia SI avrà 

12n(n-l)aH12n(n-l)Vta+(3n-l)n(n-l)(n-2)/i«-24a,=0. (E') 
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La (E) benché si sia dedotta considerando il grado n della (A) come pari, sos- 
siste pure per il caso di ti impari, giacche anche pel caso di n impari con un pro- 
cesso analogo a quello tenuto si viene ad ottenere che i cocHlcienti di a/i, e di /i* 
sono gli stessi, lasciando a parte il coefficiente di a* , il quale nella sua forma, 
prima che lo si riduca, non presenta alcuna differenza dall'essere n pari ovvero 
impari. 

Abbiamo adunque due equazioni fra a ed li la (B) e la (E'), le quali sussi- 
stono qualunque sia n purché intero e positivo; laonde i valoriali a, che ricave- 
remo dall'equazione di secondo grado risultante dair ehminazione della /i fra la (B) 
e la (E'), saranno due radici dell'equazione (A). 

Frattanto sostituendo nella (E') per n{n-l)k e per ?j(h-1)/ì- i valori -(2a,+2aa), 

-^^-= — — ^— dedotti dalla (B), scaturisce l equazione in a 

1 2n^?i- 1 )2a«- 24?i(?i- 1 )*a,a-2 in\n - 1) W+4(3n- 1 )(n -2)a,*-h4(3n-l )(n -2)nV+ 

-f8N(3?i- 1)(?i-2)a|a-24n(n- Oa^^O, 

dalla quale, riduccndo ed osservando che (3n-l)(n-2)=3(n— l)*-(n+l), risulta 

- 4n«(n + l)a* - 8?i(n + l)a,a - 4[6n(n - Oa^ - (3n - I)(n - 2)a|*] = , 
ossia 

n n2(n + l) ' ^ ' 

da cui emerge 

_ Oi^ A {n 4- \)a^ + 3(71 - 1)^Q,« - (n + 1)0,' - 6n(n - 1)a^ 
* ■" " n ± >^ n\n -f 1) 

od anche 



. /3(n - l)[(n - l)a|*- 2?ia,| 

* -^ ' n+ 1 



a '- li:-: . (F') 

Resta ancora a far vedere che i due valori di a espressi dalla (F') sono le ra- 
dici estreme della (A). Perciò basta dimostrare che la somma delle radici estre- 
me a, a+(7i-l)/i della (A) ò eguale al coefficiente di a della (F) preso con segno 
cangiato, e che il prodotto di queste medesime radici eguaglia il termine noto della 
(F). Ma dalla (B) risulta 

ti 



\ 
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dunque rimane solo a dimostrare che a[a + (n-l)h] è uguale al termine noto 
della (F). A tal fine possiamo osservare che dalla (E'), dividendo tutto per 12n(?i-l) 

e sostituendo per (n~l)ft il valore ' dato dalla (B), risulta 

ih 

n 12 7i(w-l) 



ossia 



«H ?^ a - p" - ^y" - ^>^' - -^-1 . 0. (G) 

n L 12 ?im— 1)J ' 



(n-1). 

Ora tanto la (G) come la (F) derivano ambedue dalla (E), e poichò hanno i 
primi due termini eguali, dovrà pur essere 



l3(n-l)»-(n4-l)]a,^-6n(Ti~l)a2 (3n~l)(7i-2)/i« 2a., 



n\n^ 1) 12 n(7i-1) * 



(H) 



Ma a[a -i- (n - ì)h] - a* + (n - l)/ia = - ( a* H ^a ì ; 

dunque, per le (G), (II) sarà 

,f„ + (n _ l)h] = t3(n-l)»-(n+1)]a*-6n(n-1)a, 

n^(n4- 1) 

e rimane così dimostrato che i due valori di a dati dalla (FO sono le due radici 
estreme della (A). 

Sapendo che le radici della (A) sono in progressione aritmetica, e sapendone 
trovare le due estreme, si sanno pure trovare tutte le altre, giacche dati i due ter- 
mini estrerai di una progressione per differenza ed il numero dei termini di essa 
(che qui e il grado dell'equazione) si sa trovare la ragione e quindi tutti gli altri 
termini (nel nostro caso radici). 

Torino , Ottobre 1876. 



VCL. XV. 
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ALCUNE NOTEVOLI APPLICAZIONI DELLA INDUZIONE MAIESTATICA 



PER 



VALERIANO VALERIANI 



Il Carnet nel suo lavoro -De la corrélalìon dos figìtres de Géomef ne - ac- 
cenna allo scopo deir opera con queste parole: « Ainsi, cette théoric derive essen- 
tielleinent d'un principe fondamentale qui ne s' applique pas seulement à la question 
ici traitée, mais à toutes les parties dcs matématiques et de la dialectique en ge- 
neral, et qui consiste à rapporter toujours Tobjet qu on veut considérer à un autre 
objet connu que Fon prend pour terme de comparaison ; car en observant la mar- 
che de r esprit dans la recherche des vérités, on voit facilment qu'elle se réduit 
toujours à décomposer les questions qui sont trop compliquées en égard de Tétendue 
de nos facultés intellectuelles, pour les ramener à dcs questions plus simples «. 

E più innanzi: « Je suppose que l'on connaisso les proprielés d'une figure 
quelconque,. que je prend pour servir de terme de comparaison à toutes les figures 
qui luì sont corrélatives, et je cherche quclles modiflcations doivent éprouver les 
formules ou équations qui expriment ccs proprietcs connucs , lorsq'on veut les 
trasférer ou en faire l'application aux figurcs corrélatives ». 

Su questo principio generale, fondasi pure il metodo dell'induzione matematica, 
utilmente applicabile al calcolo e alla geometria. Il principio medesimo avendo per 
base l'analogia e procedendo dal particolare al generale, favorisce lo sviluppo e il 
progresso di tutte le scienze. 

Un'altra delle sue applicazioni più feconde è la cosi detta legge di Dualità, la 
quale campeggia nelle opere magistrali di Poncelet, di Chasles, di Steiner, 
di Staudt, di Plùcker, dì Hesse, e di parecchi altri dei moderni. Questa legge 
può dirsi anche contenuta in una più generale, della quale trovansi i germi negli 
ultimi lavori geometrici diPlucker, e che fu di recente posta in rilievo dai 
Signori Sofus Lie e Klein in alcune memorie da essi pubblicate nel Giornale 
di Clebsch e Neumann. 

Pertanto è scopo di questo breve scritto il dare alcuni esempi , nei quali sia 
resa manifesta Futilità del fecondo principio ora accennato. 
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i. 

lì perimetro d'un triangolo ABC, l'origine ed il senso del quule siano variati in 
tutti i modi possibili, sì può percorrere in 3-2 maniere diverse, alle quali corri- 
spondono le notazioni : 

ABC , BCA , CAB 

CBA , ACB , BAC 

Nello stesso moilo si dimostra che il perimetro di un quadrangolo semplice si 
può percorrere in 4-2 diverse maniere, e cosi di seguito. Si ha generalmente : che 
il perimetro di un ennagono semplice si può percorrere in ?i-2 diverse maniere. 
3Ia n punti nel piano si possono congiungere fra loro in n(?i - I) . . . 3- CI di- 
verse maniere, quindi 1*71^®°® completo consta di 

(n-l)(n-2)...4.3."("-^>('^;-)---^-:^ 

«goni semplici fra loro distinti. 

La stessa formola dà il numero degli ennagoni semplici di un ennilatero com- 
pleto (*). 



Nella geometria ordinaria la somma degli angoli d" un triangolo rettilineo ABC è 

ABC 1 BCA -f CAB = ^80^ 

Per un quarto punto D nel piano ABC estemo o interno ai triangolo dato , 
questa somma cresce di 

ACD -f CDA + DAC = ISO*^ 
- 360^ - (DBC + BCD + CDB). 

In generale per passare da un poligono di k lati a un poligono di A; f 1 lati, 
il cui perimetro non s'intersechi, la somma degli angoli interni cresce di 180*. Si 
ha quindi il teorema generale : 



(*) Carnet. De la corrélation des figures en Geometrie , pag. 137, 138. — La dimostra 
zione qui esposta è più semplice e breve di quella data dal Carnot. 
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In ogni ennagono piano il cui perimetro non s'intersechi, la somma degli an- 
goli interni è (ti -2) 180» (•). 

3. 

Se ABD è un triangolo, i cui lati AB, BD, DA vengano ordinatamente segati da 
un piano e nei punti E, K, G ha luogo la relazione : 

(1) AE.BR.DG = AG.BE.DR. 

Se BDC è un altro triangolo comunque situato nello spazio, i cui lati BD,DC,CB 
vengano ordinatamente segati dallo stesso piano o nei punti R, H, F si ha pure la 
relazione : 

(2) BF.DR.CIU:BR.CF.D11. 

Moltiplicando membro a membro la (1) colla (2) e sopprimendo i fattori comuni 
si deduce la relazione : 

AE-BF.CHDG^AGBECF.DH 

fra i segmenti determinati dal piano trasversale a sui lati del quadrangolo ABCD 
che può essere piano o gobbo. 

E poiché nello stesso modo si può passare dal quadrangolo piano o gobbo al 
pentagono piano o gobbo e cosi di seguito, ne viene il teorema. 

Se un poligono piano o gobbo 6 tagliato da un piano trasversale, il quale de- 
termini su ciascun lato due segmenti, il prodotto delia metà di tutti quei segmenti 
è eguale al prodotto dei rimanenti, presi in guisa che nei due prodotti non entrino 
mai due fattori, i quali abbiano per termine comune uno stesso vertice del poli- 
gono una stessa traccia del piano trasversale (**). 

4. 

Se si assume la sohta notazione per rappresentare gli elementi d'un triangolo 
ABC, si hanno immediatamente le formule : 

a = 6cosY4-ccosP 

(1) 6 = acosY + ccosa 

e = ocosp -1-6 cosa. 



(•) Vedi Baltzer, parte IV. J. 2, 9. 
(•*) Carnot, op. cìt. N. 221, 
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Si moltiplichino queste equazioni ordinatamente per a,b,c e poi si sommino i 
prodotti, e si avrà : 

a^ + 6* + e* = 2o6 cos y + 2ac cos ? + 56c cos a ; 

e se invece della prima equazione ottenuta mediante l'anzidetta moltiplicazione si 
sottraggono tutte le altre, si deduce 

a* = 5* 4- e* — 56c cos a 
e in modo analogo le seguenti : 

6* r^ a* -f c^ - 5accos^ 
e* z=z a* -f 5* — 2a6 cos 7 

le quali esprimono il noto teorema del coseno. 

Le equazioni (1) si possono scrivere altrimenli denotando con a^.n^'n^ i lati 
del triangolo e con a^a^ , OjC/s , a^^fft gli angoli del medesimo, e si ha 

a, = a^ cos • a^a^ + «3 cos a^a^ 

a^ - fl| cos • r/oor, -f a^ cos • rt^rig 

(/3 - a, cos • agr?, -^ a^ cos • r/^a, 

di guisa che per il quadrangolo piano gobbo del quale «, , a^ , a^ ^ a,^ sono i 
lati, si trovano facilmente le equazioni : 

a, =a2COS-a,fu ; a3C0s«t;i(/3 + (/4C0S-ft,a4 
a^ = p,^ cos • (12^1^ -i- «3 COS • a203 + «4 cos • a^n^ 
ttj = a^ cos • ttga, + «2 ^^s ' ^3^2 + ^4 ^os • a3a4 
a^ = tti cos • a^tti k a, cos • (14^2 -h aj cos • a4a3 
e quindi generalmente per un ennagono piano gobbo, del quale i lati siano : 

a, , (12 , C/3 , . . . a,! 
avranno luogo le equazioni : 

a, = aj cos • a^a2 + «3 cos • OiU^ +...+«„ cos • a|a„ 

02 = tti COS • a^a^ + Og cos • a^n^ + . . . + a„ cos • Oja^ 
1^1 •••••■•••• 

a„ = ai cos • a„tt, + flj cos • a„a2 + . . . + a^^, cos • rt„a|,_, 
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dove se i./c sono due numeri divèrsi della serie 1,2.3, ...n rangole che il lato «, 
fa col lato Of. è rappresentato dalla notazione a^a^t- 

Si moltiplichino ordinatamente queste n equazioni per «j ,aj , a, , ... a,^ e poi 
si sommino i prodotti, e si avrà: 

(/,* + O2* + ... + a,^2 - 2a,02 cos-a,fl2 + -«i^'s cosa-iag -f- 2a,a^ cos-a,a^ + ... 

Se invece dalla prima delle equazioni ottenute mediante Torà accennata molti 
plicazione si sottraggono tutte le altre, si ha : 

a,* — flj* + r/3* -f- ... 4- r/,/ — 2((/203 cos • f v's + ^2^4 (^os•aoa^-\- ...) 

che è il teorema generale del coseno proprio d'un poligono qualunque, infatti posto 
71-3 si ha quello già stabihto relativo al triangolo. 

Se in ciascuna delle equazioni (2) si supponj^^ono nulli i primi membri, il che 
torna lo stesso che apphcare il teorema del coseno ad un ennagono di cui un lato 
sia infinitamente piccolo, cioè ad un poligono di n- 1 lati, sostituendo agl'indici 
2, 3, ... n ordinatamente gl'indici 1, 2, 3, ... n si hanno le equazioni: 

a^ + n2C0S-a,aj + . . . + fl„cos-a,o^j = 



a, cos • c/jf/j 4- «2 + . . . -f Ou cos • 020» = 



(3) 



(Ji cos • a„a| f 02 cos • 11^^02 + . . . 4- a,^ = 



ognmia delle quali è un caso particolare della formula fondamentale della poligo- 
nometria : 



(4) 



a, cos • a^a, 4- flf cos • a^(i2 4- ... 4- a^ cos • Ug^Qf^ = , 



dalla quale si deducono le precedenti dando ali* indice x tutti i valori successivi 
da 1 ad n. 

L' equazione : 



1 



cos • Oj^i^ 



cosaia, 
1 



• • • 



• • t 



cos-a|a„ 



cos • a^a^^ 



cos • a„a| cos • a^fit 



= 



esprime la condizione, in virtù della quale il sistema (3) è soddisfatto. Essa è anche 
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la relazione che deve verificarsi fra i coseni de«>li angoli di n rette (piani), sui quali 
giacciono i lati (facce) di un poligono (poliedro) (*). 
Si ha in particolare : 



1 



COSffj^l 



cosajflj cos (1,^(3 



1 



cos 'a^a, cos «a^a^ 



coS'a2^i 
1 



= 



che esprime le relazioni fra gli angoli di tre rette parallele ad un piano. 

Nel sistema (3) ad una delle equazioni particolari in esso contenute si può so- 
stituire la generale (4), e si ha allora il sistema : 

ft| cos • a^a^ + a^ cos • a^n^ + . . . + a„ cos • a^n^ = 



rr, cosOj^i -f a^ 



+ . . . -f a„ cos • a j a„ = 



o,,cos a,/f, + Wnccsa^'/, -f . . . + a„ 
la cui sussistenza è subordinata alla condizione : 



= 



cos-a^pO, cos a^^aj . . . cos-ajpa„ 



cos a, a, 



1 



cosa^^a, cos-a^r/j 



cos-a,a,j 



1 



= 



cioè la relazione fra i coseni degli angoli che i lati di un poligono (le facce di un 
poliedro) formano fra loro e con una retta (con un piano) qualsiasi (**). 



5. (•••) 



Posto generalmente 



©= 



_n(?i — 1) . . . (71 -- fe + 1) 



1-2 ... fc 



(*; Che lini. Saggio di Geom, anaìil. — Roma 1838 p. 47. — Trattato dei deterrìiinanti 
i\o\ Bai tz er §. H. 

(••) Vedi B a 1 1 z e r-£/<;men/4 parte VI. §. 6, 9;— Brioschì G. dì Creile 50 p. 431; 
e ancora Baltzer. Determinanti^ §. 17*. 

(•»•) Vedi il Voi. XII, p. 208 di que»to Giornale, dove trovasi inserita una mia me- 
moria che presenta perfetta analogia col seguente esempio. 
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si dimostrano le forimilp : 



(11) - in - a) • (" k )- (iS) "^ [k-ij- 



Ora sono evidenti le equazioni identiche : 



(a + h)* = o» + (f\ ah + h* 

(a + by ^ ((» + (Vj-a'-b + (J\ nfi» + 6» 

(rt + by = a* + (^J) uH> + (Jj u*ò» + /}) ab* + 6*. 



per stabilire adunque il teorema ordinario del binomio resta a dimostrare la forinola : 
{a ■{■ by =ra» + (i') «"-• ò + ft) rt"-* ò« + . . . + (2') «*&""*+ (") a*"'' + fr"- 

Questa, supposta vera nel caso di n = fc, si dimostrerà vera anche se n=^fc+l ; 
infatti per l'ipotesi è: 

(a + by ^. (I* + (^^ a* -' b + (I) a*-« 6« + . . . + (f) a6*-' + ò* ; 

e quindi : 

(a+6)''^' = (a+?>)''(a+6) 



= a*-^' + 



(}) a* fe + (^ a*-'/,' + . . . + (,/:^) ««6*- + (I) afe' 



Ma la forinola è vera nel caso di n - 5,3,4 dunque ò anche vera nel caso di 
n = 5,6, . . . cioè di un numero n intero e positivo qualunque. 
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6. 



L'equazione identica: 



(6-o)(c-a)(c-5) = 



si veriflca facilmente osservando che : 



a 



o' 



6* 



«2 



1 


a 


a* 




1 


b 


6» 


= 


1 


e 


e» 





1 a 



a' 



= 6-0 6«-a» 
c-a e*— o* 



6 -a 6«-a« 
e— a e*— o* 



Parimente : 



perchè : 



= (b- a)(c-a) 



1 6 + a 
1 e +a 



1 o a* 
15 6» 
Ice* 



1 o a* 
16 6* 
Ice* 



(a + 6 + e); 



1 a a* 




1 6 6» 


3 


1 e e» 





1 a 



a' 



3 6-a 6»-a* 
c~o c'-a* 



6-a 6* -a* 
e— a e'— a* 



= (6 — a)(c — a) 
Nello stesso modo si dimostra : 



1 a a* a* 

1 6 6* 6» 

1 e e* e* 

1 d d* d» 



1 o» + a6 + 6* 
1 a* + oc + e* 



= (d-a)(d-6)(d-c) 



1 a a* 
16 6* 
1 e e* 



VOI*. XY. 
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(6- o)(c-a)(d-fl) 
(6-c)(ò-d) 
(c-d); 



1 o a* a* 

1 ft 6* 6* 

1 e e' e* 

1 d d« d* 



= (d-fl)(d-»)(d-c) 



ì a a'^ 
1 6 fc« 



Ice* 



(a + 6 + e + d). 



Dunque si avrà generalmente 
(Oj-"a|)(a3-a,) . . . {a^-a^) 



(a„ - a„.,) 






J "li "n • • • "n 



(») 



(•) 



ed inoltre: 



1 a, a,* . . . a,'*"* a. 



11-2 /, « 



1 flj a,* * . . 02**"* a. 



n-2 /T n 



1 a« a.* . . . a/-* a • 



n ""w 



1 a, a,* . . . a/* 
1 a» Oj* . . . «2** 



-I 



-I 



1 a« a„* . . . a«" * 



(a4+a2+...+aJ 



(^^) 



perchè supposta vera la (1) per n = A; si proverà vera anche per ?i = fc-f 1 
Ed infatti : 



1 Oi «,* ... a,* 

ì Qf «2* • • • ^2* 



1 ^A+l «*+i* • • • «A 



+1 



a. — ai 



«3-«f 



«-n.« 



12 — "■! • • • Cfj — (1| 



a^' — a 



a J - fl, 



ì 
k 



. • . 



ar - a. 






fc ^ /fc 



Ok+ì - fli «ifc+i* - fli* . . . Wfc+i - a 



(*) Teorema di Gauchy, vedi i Determinanti di Baltzer $. 10« 



V.— 



)( « )( 



1 
1 




"• r 1*1 • • . , ~ 

aj + a, . . . . — ^ ?— 

«3 - «1 



1 



^h+\^<^\ ' • 






(«t - «0 



(«3 - f*l) 



(a&+i - fli) 



dove se i, 2 sono due indici qualunque della serie da 1 a A, gli elementi del dc- 
terminante vengono definiti dall'equazione : 

"• — Wj 

e quindi il determinante medesimo si può decomporre nella somma di determinanti 
dello stesso ordine, uno dei quali soltanto non è nullo, cioè quello formato dai prinù 
termini degli aggregati che costituiscono i medesimi elementi ; gli altri determinanti 
che risultano dalla decomposizione sono tutti nulli perchè la forma generale dei 
medesimi è : 



1 



1 



1 



a, 



tti 



• • • 



Pi 9k-i 
Pi ^A-f 



C^A-fl 



• • • 



Pi Qk-ì 

^h+ì ^k 



nel quale determinante facilmente si scorge che raccolti i fattori comuni, due al- 
meno delle colonne risultanti dopo questo raccoglimento riescono fra loro eguali. 
Infatti gli esponenti p non prendono da a fc - 1 altro che nelle prime parti degli 
aggregati, e poiché d'altronde in ogni determinante della forma ora stabilita i detti 
esponenti debbono essere in numero di &, ne segue che due almeno delle colonne 
di questo determinante dovranno contenere gli elementi a, , Oj , . . . a^_, ordina- 
tamente affetti dagli stessi esponenti e quindi essere eguali. 

Con un processo del tutto analogo a quello ora usato si dimostra la formola (2). 

Per vedere almeno una semplice applicazione delle formolo ora stabilite, si as- 
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suma r equazione generale : 



33* + A^.i «•-« 4- . . . +A,a} + Ao = (•), 

le n radici della quale siano a, , aj , . . . a,^. 

In virtù dell* ipotesi avranno luogo le equazioni identiche : 

a," + k^i «1*-» + . . . + A^a, + Ao = 

Oj" + A„.4 a,"-« + . . .+A|a, + Ao = 



«n*+An-i «»*"*+ . . . +A,a„+Ao = 

e quindi in virtù del già dimostrato teorema di Cauchy (1) si ha il teorema di 

Vandermondc, il quale dimostra che le (^j differenze che si ottengono dalle 

n radici di im* equazione del grado n, sottraendo ciascuna di esse dalle susseguenti 
danno un prodotto, il cui valore è identicamente eguale al determinante ; 



1 



A=± 



1 



OCi 



0C|' • • . (X( 



n-1 



a»* • . . < 



n-i 



In virtù di questo teorema è dato risolvere il sistema particolare di equazioni 
lineari simultanee : 



a?, +x, 



4" • . • -f- 05| 



= 1 



a,* x, 4- ttj* Xj + . . . + o„* x» = b* 



ai""*aj, + a,*-»Xt + . . . + a^"^*»,, = 6*-« 



(*) Determinanti di Brioschi, §. 9. 
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dal quale dopo semplificazione si deduce : 



x,= 



(«t - 0|) (o, - a,) . . . (a„ - o,) 



3!/2 —" 









7. 



Facendo uso di convenienti notazioni , la legge di dualità prestasi alla dimo- 
strazione di molti teoremi importanti di Geometria Projettiva ; eccone pertanto al- 
cuni esempi (*). 



1. Un sistema di quattro punti 

A , B , , D 

nel piano dà luogo a tre coppie di Iati 
opposti 

AB, CD ; BC,DA ; AC , BD 

in tre quadrangoli distinti 

ABCD , ABDC , BCDA, 



Un sistema di quattro rette 

a , b , e f d 

nel piano dà luogo a tre coppie di vertici 
opposti : 

ab f ed ; bc , da ; oc , bd 

in tre quadrangoli distinti : 

abcd , abdc , bcda^ 



i quali hanno tre punti diagonali diversi: i quali hanno tre diagonali diverse 



E(AB,CD) . F(BC,DA) , G(AC,BD) 
e danno qaindi il triangolo diagonale: 

EFG. 



e{abyCd) , f{bc,da) , g{ac^bd) 
e danno quindi il triangolo diagonale : 

«M. (•) 



(*) Vedi la Geometria Projettiva del P. Luigi Cremona, dove colle lettere maiu- 
scole del nostro alfabeto A.B.C, ... si dinotano i punti, colle lettere minuscole a,b,c... 
le rette, e colle lettere greche a,p,Y,... si dinotano i piani. 11 simbolo che precede o 
segue una serie di altri simboli chiusi fra parentesi è il luogo o l'inviluppo degli ele- 
menti rappresentati da questi medesimi simboli. 

(*•) Le due figure ABCD, abcd così definite costituiscono il così detto quadrangolo 
completo e quadrilatero completo di Carnet Géom» de pos 103-Cremona G, Proj. 30. 
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2. So più retto 



So più rette 



a , b ,c , 



a , b , e , 



soddisfano simultaneamente alle condizioni: soddisfano simultaneamente alle condizioni: 



P(a,&) . P'(a,c) , P"(ò,c), . . . 

cioè prese due a due in tutti i modi pos- 
sibili s'intersecano in punti diversi » sarà: 

cioè le rette date sono tutte situate in un 
medesimo piano. 

Infatti il piano T: = ab contiene tutti i 
punti : 

P P' P" 

e conterrà quindi, anche tutte le rette ri- 
manenti e, d,... 

3. Se più rette concorrono in un punto 

V(a , ò , e , . . .) 

e ciascuna è incontrata da una retta r che 
non passi per P, 



P'(r,a) , ?"(r,b) , P'"(r.c), . . . 



sarà 



ic(a I 6 , e , • . .) 



cioè tutte le retto date giacciono in un 
medesimo piano. 

4. Se due triangoli giacciono in due 
piani diversi 

O(ABC) , o'CAjBjC^) 
e siano inoltre soddisfatte le condizioni : 

Ao(BC,B.C,) . B,(CA,C,A,) , Co(AB,A,B,) 

r(A, , Bo , Co) 

cioè le tre coppie di lati corrispondenti si 
taglino in tre punti situati in una retta, 
sarà 

0(AA, , BB^ , ce,) 

cioè i dati triangoli sono prospettivi. 



K{a,b) , -^'[a.c) , ic"(6,c) , . . . 

cioè prese due a due in tutti i modi pos- 
sibili sono contenute in piani diversi, sarà: 

P (a , 6 , e , . . .) 

cioè le rette date concorrono tutte in un 
medesimo punto. 

Infatti per il punto P = afr passano tutti 
i piani : 

TT , Tc' , ti" . 

e passeranno quindi anche tutta le rette 
rimanenti e, d,... 

Se più rette giacciono in un piano me- 
desimo 

'ic[a , & , e , • . .) 

e ciascuna è incontrata da una retta r non 
situata in tu , 



sarà 



v!{T,a) . it"(r,ft) , it"'(r,c), 



P(a , 6 , c , . . .) 



cioè tutte le rette date concorrono in un 
medesimo punto. 
Se due triedri hanno due vertici diversi 

S(a^Y) . S'(«,?,Y.) 
e siano soddisfatte le condizioni 

cioè le tre coppie di spigoli corrispondenti 
giacciono in piani passanti per una retta, 
sarà : 

cioè i dati triedri sono prospettivi. 
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Infatti per l'ipotesi è. 



«oPoTolAA, , ED, . ce,) 

4. Se due triangoli giacciono in uno 
stesso piano: 

c(A,B,C, , AjBjCJ 
e se 



Infatti per l'ipotesi è : 

AoBoCo («a, , Pf , . TTi) 
SS'~r , AoBoCo = w. 
Se due triedri hanno uno stesso centro 



e se : 



(B|C,.B,C,)Ao,(C,A.,C,A2)Bo,(A,B,,AjB2]C, ; (P,T„P2T2)ao . (Tiai^TaaJPo , MvOit^2)'{o 
colla condizione : colla condizione : 



si avrà ancora 

OtA^Aj , B,B2 , C^Cj). 

Infatti immaginando eseguite le seguenti 
costruzioni : 

G\r] , S'(AA„BB4,CC0, o'(ABC) 

cioè fatto passare per r un nuovo piano o', 
e proiettato da un punto S' fuori di a il 
triangolo A|B|C, in o', sarà: 

A,(BC,B,C, , B,C2),B,(AC , A,C,,A,C,), 

Co(AB,A,B„AjB,) 

perchè : 

(BC,B,C,)co'=Ao . (AC,A4C,)co'=B^ , 
(AB,A,B,)(3o'=Co. 

Dopo ciò i triangoli ABC^AjBjCj situati 
in piani diversi avendo le tre coppie di 
lati corrispondenti che si tagliano in tre 
punti in linea retta : 

A,/BC,B,C,) . Bo(AC,A,C,) , Co(AB,A,B,) 

saranno prospettivi e quindi : 

S" (AAjj , BB, , ce J. 



si avrà ancora : 

Infatti immaginando eseguite le seguenti 
costruzioni : 

S'(r),o'(aa, ,pp, ,rr.),S' = aPY 

cioè preso in r un nuovo punto S', e se- 
gato il triedro a^ ^, Yi con un piano g' che 
non passi per S, sarà 

ao(pT,PiYi,PtTf2) » WaT.aiYi.a^Ta). 

perchè : 

SS' = r 

(ap,aiPi)SS' = To- 

Dopo ciò i triedri a^Yj*2p2T« ^^® hanno 
vertici diversi e le tre coppie di spigoli 
corrispondenti situati in tre piani passanti 
per una retta : 

ao(pY'p2T2) » Po(aY»a2Y2) . YofaP^OiPf) 
saranno prospettivi e quindi : 
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Ora avendosi cosi : 

A(S'A,.S"Aj) , B(S'B„S%) , C(S'C,.S%) 

ne segue anche: 

(S'S".A,Aj)a , (S'S",B,B,)g , (S'S".C,C,)y 

e quindi per il teorema 3^ a destra 

(S'S" . A, A, . B,Bj, C,Cj)0. 

6. Se è : 

o(ABC) , c'(A^B^C|) 

0(AAj . BB, . ce,) 
sarà : 

A,(BC,B,C,) , B.(CA,C,A,) , C„(AB,A,B,) 

♦•(Ao . K . c,). 
Infatti '. 

A,(co',BC,B,C,) , BJco'.CA,C,A,) , 
CJoa'. AB.AjB,) 



r = av. 



7. Se è: 



o(A,B,C, . A,B,C,) 
0(A,Aj,B,B, ,C,C,) 



sarà : 



Ao(B,C„B,C,).Bo(C,A„C,A,),C,(A,B„A,B,) 

• 

^•(Ao^Bo.Co)- 

Infatti immaginando eseguite le seguenti 
costruzioni : 

f'(0,S',S"),S'{AA4.BB4.CC|),S"(AA,.BBj,OCj) 

o'(ABC) 

i triangoli dati saranno entrambi prospet'* 
tivi al triangolo ABC, perchè : 

0(S'S" . A,A, , B.Bj , C,C,) ; 

e quindi : 

{S'A|,S"Aj)A , (S'B„S%)B , (S'C|,S"Ca)C. 



Ora avendosi cosi : 

a(o'a„o"a,) , P(o'P,.o"p,) , T(<^Ti.<»"Tt) 
ne segue anche : 

(o'(j".a,a,)A , (a'o",p,p,)B , (o'o".T,Tt)C, 
e quindi per il teorema 3^ a sinistra : 



[o'a" , ajO, , p,p, , Y,Tf,)w. 



Se è: 



w(aa, , PP, , TYt) 



sarà : 



ao(PY.PiTi) . Po{Ya,Tiai) , To(aP,aiPi) 

^{^ > Po » To)' 
Infatti : 

«o(SS' , Pt . PiTi) . Po(SS' , T» . Ti»») . 
Y,(SS',ap,o,p,) 



Se è : 



r = SS'. 
S(aiPiT. . «iPiT») 



sarà: 



»• («o . Po . T«)- 

Infatti immaginando eseguite le seguenti 
costruzioni : 

r(u),o',o") , o'{aa„pp„TT.) , o"(a«t.P?t.TYi) 

S'{apT) 
i triedri dati saranno entrambi prospettivi 
al triedro a^Y? Perchè : 

w(oV' , a,a, , p«p, , TiTa) • 

e quindi : 

(o'a„o"a,)a, (o'P„o"?,)p, (<»'Y.,o"Yi)Y' 
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Segue da ciò: 

AJBC,B.C.,B,CJ . Be{CA,C,A„CjA,) 
C,(AB,A,B„A,BJ 

8. Se due quadrangoli completi situati 
DO in un medesimo piano 

ABCD , AjE^CjD, 

soddisfano alle condizioni : 



Segue da ciò : 

r = SS'. (•) 

Se due tetraedri completi aventi o no 
il medesimo vertice 

soddisfano alle condizioni : 



ì;aB,A,B,;BC,B,C,;CA,C,A.;AD,A,D,;BD,B,D,) 5{ap,a,p,;PY,piTi;Ta,Tia|-.a8.a,8,;Po,^S,) 



sarà pure : 

s (CD , C.D,). 

Infatti per l'ipotesi è 

ABC prospett. A|P|C, , ABD prospett. A,B|D| 

e quindi : 

S(AA, , BB| , ce, , DD|) 

BCD prospett. BiC^D, 

5(BC , BjC, ; BD , B^Di ; CD , C,D,). 

9. Se due quadrilateri completi situati 
no in un medesimo piano 

ùhcd , a|ò|C|d| 

soddisfano alle condizioni : 



sarà pure : 

Infatti per l' ipotesi è : 

a^f prospett. (i^^(\i » ^P^ prospett. di^fi^ 
e quindi : 

«(««i > P?i > TTi > SS,) 
P78 prospett. P,Tf ,S, 

Se due quadrispigoli completi aventi 
no lo stesso vertice : 



ahcd , a|&|C|d| 



soddisfano alle condizioni : 



S(a&,a|&, ; he,h^c^ \ca,c^a^ \ ad.a^d^ \ hdfi^d^ G[ah^a^b('^hCth(ii^\ca,c^a((ad^a^d^\hd^b^d^] 



si avrà pure : 



Infatti 



S(cd , Cjd,). 



si avrà pure : 



Infatti : 



fi{cd , C|d|), 



ahc prospett. CL^h^c^ , àbd prospett. a^h^d^ 

bcd prospett. b^c^d^ 
S(&c,&|C| ; &d^&|d| ; cd^c^d^ 



abc prospett. (i^b^c^ , abd prospett. a^b^d^ 

5{aa^ , bb^ , cc^ , dd,) 

(ed prospett. &iC|(l, 

0(60,6401 ; 6d,64d, ; cd^c^di). 



(•) I numeri 4®, 5®, 6**, 7® contengono in modo completo dimostrato il teorema di 
Dcsargues relativo ai triangoli prospettivi col suo correlativo nello spazio. Vedi C r e- 
mona G. Proj. §. 2-12, 13; 5. 6-29. 

YOL. XV. 1 
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io. Se è dato il quadrangolo completo : Se è dato il quadrilatero completo 



KLMN 



k l m n 



e sia 



e sia 



A(KL,MN) , B(KN,LM) , C(AB,LN) 

D(Afì,KM) 

AB = s; 

comunque si deformi il quadrangolo nel 
piano nello spazio, purché restino fìssi 
i tre primi punti A,B,G anche il quarto D 
rimarrà iisso. 
Infatti sia 

K' L' M' N' 



a{kl^mn) , 6(fcn,/m) , c[ab,ln) 

d(ab , km) 

a6 = S ; 

comunque si deformi il quadrilatero nel 
piano nello spazio, purché restino fisse 
le tre prime rette a^b,c anche la quarta d 
rimane fissa. 
Infatti sia 



un nuovo quadrangolo che soddisfi alle un nuovo quadrilatero completo che sod- 
condizioni : disfi alle condizioni : 



A(K'L',M'N') , B(K'N',L'M') , C(AB,L'N') 



. • _• * 



per CUI SI avrà pure : 
s(KL,K'L';MN,M'N';KN,KW;LM,L'M'-,LN,L'N') 
e quindi ; 

5 (KM ,K'M'). 

I punti A,B,C,D COSI determinati diconsi 
armonici. 
11. Sia la forma armonica: 

m(ABCD) 

e si faccia la costruzione : 



S(AA' ,BB', ce ,DD') 



ponendo : 



a = AA', 6 = BB' , c = CC' ,d = DD' 



sarà : 



a b e d 



una forma armonica. 

Infatti costruiscasi il quadrangolo 

PQRS 



a(k'i\m'n') , b{k'n\Vm') , c(ab,Vn') 

per cui si avrà pure : 

S(W,fcT-,tnn,mV;fcn,ik'nVm,/V;/n,2V 
e quindi : 

S(itm , kW). 

Le rette a,byC,d cosi determinate diconsi 
armoniche. 

Sìa la forma armonica : 

M (a & e (2) 

e si faccia la costruzione : 

5 (aa' , bb' , ce' , dd') 

ponendo : 

Asaa' , B = W , C = cc' , D = dd' 



sarà : 



ABCD 



una forma armonicaé 

Infatti si costruisca il quadrangolo! 

pqrs 



J 
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in modo che 

A(PQ,RS),B{PS,QR),C(AB,QS),D(AB,RP) 
RSsa , PS = & , QS = c; 
ponendo inoltre : 

RP = A , PQ = n , QK = /; 
6Ì ha così il quadrilatero completo 



k l m n 



nel quale : 



a{kl,mn) , ò(fcn,/m) . c{abjn) , d^ab,km) 

epperò : 

S [abcd] 

è un gruppo armonico di raggi. 

12. Se nel tetraedro completo : 

X X {JL V 

sia 

a(xX.i4v) , P(xv,Aix) , T(ap,Xv) 
S{ap,xix) , s(a.p,T,5j 

e il dato tetraedro si deformi nello spazio 
ÌD modo che i tre piani a , ^ , y restino 
fissi, anche il quarto piano o resterà fisso. 
Infatti sia un secondo tetraedro : 

x' X' pi' v' 



in modo che: 

a{pq,rs) , b(ps,qr) , c[ab,qs) , d{ab,rp) 
n = A , ps ~ B , gs = C ; 
ponendo inoltre : 

si ha così il quadrangolo completo 



KLMN 



nel quale : 



aikl,mn),b(kn,lm),c(ab,ln),d;ab,km) 

epperò : 

5(ABC D) 

è un gruppo armonico di punti. 

Se nel quadrispigolo completo 



sia : 



k l m n 

a{kl^mn) , 6(/fen,/m) , c(db^ln) 
d{ab^km) , a{a,bjC,d) 

e il dato quadrispigolo si deformi nello spa- 
zio in modo che le tre rette a,&,c restino 
fìsse, anche la quarta retta d resterà fìssa. 
Infatti sia un secondo quadrispigolo : 

k' V w! n' 



zioni : 



rispetto al quale abbiano luogo le condi- rispetto al quale abbiano luogo le condi* 

zioni : 

aihU^m'W) , b[k*n\l'w!) , ù[ab,l*n') ; 

saranno così parimente soddisfatte le altre: 

0(ife/,&'i';mn,m'n';*n,ft'n';Jm,rm';/n,2V) 

e quindi : 



saranno così parimente soddisfatte le altre: 
Aihify \ I^^^l^V ; xv,x'^' ; Xix,Xy ; Xv,X'v') 
e quindi : 

cioè il piano 

«.xy=8. 



[km , At'm') 



cioò la retta 



o»fcm = d. (•) 



(•) Questi due ultimi teoremi del n.^ 12 sono correlativi nella Geometria della stella. 
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I primi a, ^, y, S che soddisfano alle condizioni espresse da quest* ultimo teo- 
rema a sinistra diconsi armonici. 

Segando un piano che non passi pel vertice il tetraedro xX;j.v , si ottiene una 
figura piana nelle identiche condizioni di quella del n. 10 a destra ; e segando in- 
vece con un piano la figura del n. 12 a destra, si ottiene la figura del n. 10 a 
sinistra ; ne derivano adunque nel primo caso un fascio armonico di quattro raggi 
nel' secondo una punteggiata di quattro punti armonici ; quindi il teorema generale: 

Ogni forma proiettiva ad una forma armonica è pur essa una forma armonica. 

8. 

Assioma del piano elevato a teorema (*) — Si concepisca il piano come il luogo 
delle rette ognuna dello quali ha un punto comune con Funa e coli' altra di due 
rette che s* intersecano. Dedurrò da questa definizione che per ogni punto del piano 
si possono guidare infinite rette in diverse direzioni situate per intero nel piano , 
ossia : Se una retta ha due punti comuni con un piano giace j)er intero in esso. 

Se due rette date a,6 s'intersecano in C, determinano il piano y, luogo di tutte 
le rette r^ , le quali hanno un punto comune con ciascuna delle a,b ; esprimeremo 
ciò col simbolo : 

Y = C(a,6).r,. 

Si guidi una terza retta e in modo che siano soddisfatte le condizioni : 

A = 6c , B = ac 

dalle quali si deducono le altre: 

p = B(a,c).rp , a = A(b,c).ra 
e quindi perchè : 

c = r^ , * = rp , a^r^ 
ne segue : 

a(a,6,c) , P(a,6,c) , Y(a>^c) 

cioè i tre piani a,^,if contengono simultaneamente le rette a,6,c. Ma questa con- 
dizione si verifica per tutte le successive posizioni delle tre generatrici Vf^^r^^r^; 
dunque 

Si dinotino ordmatamente coi simboli : 

Aa , B^ , C^ 



(*) Un altro mio tentativo sulla medesima quistione fu inserito nel Voi. VII dì questo 
Giornale pag. 376. 
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le serie infinite dei punti contenuti nelle rette a^byC. In virtù della definiziojie data 
per il piano, saranno simultaneamente soddisfatte le condizioni : 

a(BBft) , T(BBfc) 

cioè i piani a,Y hanno in comune T infinita serie di rette BB^; ma nella generazione 
di a, B può assumere successivamente le diverse posizioni del punto C^ sopra e, 
e nella generazione di y parimente B può assumere successivamente le diverse po- 
sizioni di C^ sopra e, dunque i due piani a,Y hanno in comune tutte le posizioni delle 
generatrici due a due, ossia : 

Similmente avendo luogo le condizioni 

p(CCe) , a(CC,) 
si conclude : 

epperò 

Ora un punto qualunque di e potendosi assumere come centro d'un fascio di 
raggi situato in a o in p questo fascio dovrà giacere anche in ^ ; rosi I^i retta e 
genera per intero il piano y per definizione, dunque ecc. (*). 

Sassari Luglio 1876. 



(*) Questa dimostrazione logicamente esatta neir ipotesi della geometria ordinaria 
euclidea, tale non è invece nel caso della geometria astratta o aeuclidea« 
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SUL CONCETTO DI COPPIA IN CINEMATICA 

PEL 

DJ DINO PADELLETTI 



Il Prof. F. Reuleaux nel suo tentativo dì ricostituire su nuove basi la Cine- 
matica (*), ha scelto come concetto fondamentale quello di coppia di elementi. Gli 
organi , che costituiscono una macchina , non sono mai isolati , ma vanno sempre 
combinati due a due, in modo che il moto di un elemento rispetto all' altro sia de- 
terminato secondo leggi date a priori; il perno con il suo cuscinetto,, la vite colla 
sua chiocciola, due ruote dentate che ingranano insieme, forniscono esempi univer- 
salmente noti di tali coppie. È poi indifferente che uno degli elementi sia in quiete, 
come il sopporto fisso di un albero, o che ambedue sieno in moto, come nel caso 
della sala o asse di una locomotiva, che si trasporta nello spazio insieme ai cusci- 
netti in cui gira; basta che tanto nelFun caso che nell'altro il moto relativo dei 
due elementi rimanga lo stesso. 

Come appUcazione di una idea, che io ho sviluppata in questo stesso Giornale, 
cioè che ogni concetto relativo alle macchine deve necessariamente ricadere nel 
campo della Cinematica o della Meccanica razionale. (**) , mi propongo qui di svol- 
gere questo concetto di coppia di elementi, considerandolo non tanto nelle sue re- 
lazioni colle macchine, quanto principalmente come il resultato della combinazione 
dei più semplici enti geometrici, punto, linea e superficie. 

Per potere riassumere in formule concise i risultati ottenuti , mi varrò par- 
zialmente delle notazioni simboliche proposte dal Reuleaux stesso, alle quali mi 
permetterò di aggiungerne pochissime altre. 

I simboli del Reuleaux si dividono in simboli di specie, e simboli di forma. 
l primi rappresentano alcuni fra i più usuali corpi geometrici con lettere maiuscole 
che sono ordinariamente le iniziali del loro nome latino, come p. es. 

P — Prisma. 

C - Cilindro. 

K - Cono. 

H - Iperboloide. 

G - Sfera. 

R — Rotoide (corpo di rotazione). 

S - Elicoide. 



(*) Reuleaux. Cinematica /eortca-traduzione di G. Colombo. -Milano HóepH 1876. 
(••) Sulle r^lasioni tra Cinmalica e Meccanica. Voi. XIV, p. 193, 280 
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A questi sìmboli ne aggiungo altri cinque cioè : 
L — Linea. 
F - Superficie. 
D — Retta. 
U - Elica. 
E — Piano, 
e annetto ai simboli G, C anche il significato di 
G - Punto. 
C — Circonferenza. 
È sempre facile di distinguere in ogni caso particolare se G significa punto o 
sfera, e C circonferenza o cilindro. 

I principali simboli di forma sono tre H — ^ : -h indica un elemento pieno, 
- un elemento cavo , #^ un corpo a profilo curvilineo : cosi p. es. C^ rappresenta 
un cilindro pieno, come un albero o un perno, C" un cilindro vuoto , come un cu- 

scinetto un cilindro di macchina a vapore , C un cilindro a profilo qualunque , 
cioè un cilindro non circolare ; cosi S~^ rappresenta un elicoide pieno, come il ma- 
schio di una vite, S" un elicoide cavo, come la chiocciola corrispondente. 
Abbiamo cosi 

P-^ - Prisma pieno P- - Prisma cavo 

C"*" — Cilindro pieno C" - Cilindro cavo 

R"^ — Cono pieno K~ - Cono cavo 

C - Cilindro non circolare. 

K — Cono non circolare. 

C^— CiUndro pieno-non circolare, 
et e. 

Reuleaux indica con H una superficie rigata qualunque, o superficie gobba: 
io mi servirò di U per rappresentare una superficie sviluppabile , talché abbiamo 
ancora i due simboli 

H - Superficie sviluppabile. 

H — Superficie gobba. 

Due elementi, che forman coppia, o in generale che hanno la proprietà di esser 
sempre in contatto, si rinchiudono in una parentesi, separandoli per mezzo di una 
vìrgola. Un elemento tenuto fisso si distingue col sottoUnearne il simbolo; cosi p. es. 
un piano fisso è rappresentato da E . Il segno = indica 1* eguaglianza, il segno = 

significa « cinematicamente equivalenti ». 

Finalmente distinguerò il moto di strisciamento da quello di rotolamento, rap- 
presentando con (L"L) (F=F) due linee o superficie, che rotolano Tuna sull'altra, 
e con (L^L) o (F^F) due Unee o superficie, che hanno un moto relativo di striscia- 
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mento puro. Questi simboli si troveranno abbastanza giustificati , se si rammenta 
che nel rotolamento gli archi percorsi dal punto di contatto sulle due curre sono 
eguali, mentre nello strisciamento uno di questi archi è eguale a zero. 

§ 1. Coppie e loro classi. 

Gli enti geometrici, sui quali la Cinematica può operare sono 

G - Punto. 
L - Linea. 
F - Superficie. 

Aggruppandoli convenientemente si forman le sei coppie 

(G,6) - Coppia di punto e punto. 
(G,L) — Coppia di punto e linea. 
(6,F) — Coppia di punto e superficie. 
(L,L) — Coppia di linea e linea. 
(L,F) - Coppia di linea e superficie. 
(F,F) — Coppia di superficie e superficie. 

La coppia (G,G) corrisponde a un moto di rotazione intomo a un punto dato; 
è quindi inutile occuparsene ulteriormente, essendo questo movimento perfetta- 
mente noto. 

La coppia (L,F) non si ha che in alcuni casi particolari, non potendosi in ge- 
nerale applicare una linea affatto qualunque su una superficie pure qualunque in 
una serie di posizioni successive : un piano e una retta, una sfera e uno dei suoi 
circoli massimi forniscono esempii di tali coppie. Il simbolo (L,F) può utilmente ap- 
plicarsi, per definire in certi casi la natura della linea L : cosi (L,E) indicherebbe 

una linea piana, (L,G) una linea sferica, (L,C) una linea cilindrica, (L,C) una linea 
gobba qualunque. 

Delle quattro coppie restanti 

(G,L) (G,F) (L,L) (F,F) 

le prime due sono coppie elcrogenee^ le due ultime coppie omogenee. 

Il modo più naturale di assoggettare un movimento a certe condizioni è di im-' 
maginare che alcuni elementi del sistema mobile sieno sempre in contatto, o for- 
mino coppia con elementi fissi. Le coppie eterogenee danno origine a condizioni 
differenti secondochè si considera fisso uno o F altro degli elementi che le costi- 
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tuiscono: si ha cosi 

(G,LJ — Punto obbligato a rimanere su una linea data. 
(^,L) - Linea obbligata a passare per un punto dato, 
{G,FJ - Punto obbligato a rimanere su una superficie data. 
{ 6,F) — Superficie obbligata a passare per un punto dato. 

Se i due elementi di una coppia omogenea sono eguali, è chiaro che potremo 
considerare indifferentemente l'uno o l'altro di essi come fisso. Si ha quindi 

(L| , Lj) = (Lj^ , Lji) se li = U 
(F.,Fj) = (J\,F,) se F. = F,. 

cioè 

Una coppia omogenea ad elementi eguali si può invertire senza alterare la 
natura del movimento. 

Siccome nella coppia (F^F) formata da due superficie eguali o combacianti, 
uno dei due corpi che costituisce la coppia è pieno, e l'altro è cavo, si può scri- 
vere per maggior chiarezza (F^^F") e abbiamo allora in virtù dell'osservazione 
precedente 

(F^^ F-) = (F-»-^ F-). 

Nelle coppie omogenee, oltre al caso generale, si presentano tre casi partico- 
lari dì speciale importanza. Cosi la coppia (L,L) si suddivide in 

(L, L) — Coppia di curve tangenti. 

(L^L) — Coppia di curve combacianti. 

(L^L) — Coppia di curve rotolanti. 

(L*^L) — Coppia di curve striscianti. 

e analogamente la (F,F) in 

(F, F) - Coppia di superficie tangenti. 
(F^F) - Coppia di superficie combacianti. 
(F=F) — Coppia di superficie rotolanti, 
(po pj _ Coppia di superficie striscianti. 

Potendosi considerare un punto come una circonferenza o una sfera di raggio 
inGnitamente pìccolo, le coppie (G,L) (G,F) possono ritenersi come casi particolari 
delle coppie (L,L) (L,F) o della (F,L) {F,F). Analogamente considerando una linea 
come una superficie, in cui una dimensione è divenuta infinitamente pìccola, le cop- 
pie (L,L) (L,F) sarebbero casi particolari della (F,F). La coppia (F,F) è dunque la 
voL. ry. 8 
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più generale, da cui posson derivarsi tutte le altre ; ed è anche la sola, che pos- 
siamo realizzare praticamente, giacché, avendo tutti i corpi della natura tre dimen- 
sioni, è impossibile costruire punti o linee isolate. Chiameremo perciò questa cop- 
pia (F,F) coppia reale, mentre le altre cinque 

(G,G) (G,L) (G,F) (L,L) (L,F) 

posson prendere il nome di coppie ideali. Uno dei problemi che dovremo risolvere 
sarà di determinare le coppie reali, che corrispondono a coppie ideali date. 

Finalmente possiamo avere ancora coppie approssimate, in cui il contatto fra 
i due elementi della coppia non 6 rigorosamente esatto, come p. es. se si volesse 
realizzare la coppia (G,L) infilando una sfera forata su una sbarra cilindrica , che 
non sia rettilinea né circolare. 

§ 2. Classi del moto di un sistema rigido. 

Prima di prendere a trattare della trasformazione delle coppie è utile ricliia- 
mare alcune proprietà del moto di un sistema rigido. 

Un punto M di un sistema rigido è determinato quando son date le sue di- 
stanze ]; q r a tre punti A , B , C del .sistema , che non giacciono in linea retta : 
assegnando soltanto i valori dì p q r senza aggiungervi altri elementi, troveremmo 
però,' invece di un sol punto , due punti M M' posti simmetricamente rispetto al 
piano ABC, perchè tre sfere si incontrano in generale hi due punti : è quindi ne- 
cessario di introdurre una convenzione analoga a quella di cui si serve la Geome- 
tria Analitica per distinguere fra loro gli otto punti, a cui corrispondono valori as- 
solutamente eguali delle tre coordinate. Ciò si può fare distinguendo fra loro in 
qualche modo le due facce del piano ABC sia con colori differenti, sia con diverse 
impronte, come le due facce di una moneta, e indicando verso quale di queste due 
facce guardi il punto M. A questo modo di determinare la posizione di M mi sem- 
bra possa sostituirsi con vantaggio il seguente, di considerare cioè una delle facce 
del piano ABC come positiva, e dare alle coordinate di 31 il segno -f o — secon- 
dochè M guarda o no verso questa faccia positiva : se il punto M ha allora le coor- 
dinate + p , + (/ , -f r il punto simmetrico M' avrà quelle — p , - q , — r ; le tre 
coordinate di uno stesso punto devono in questo sistema aver tutte lo stesso segno. 

Indichiamo con =0 l'immobilità o quiete del sistema, con =1 un moto, nel 
quale tutti i punti descrivono traiettorie determinate (moto che Re u le aux chiama 
desmodromico)f con ^2 un moto, nel quale tutti i punti son costretti a rimanere 
su superficie determinate, e finalmente con = 3 un moto assolutamente libero. Se 
tre punti del sistema rigido, non situati in linea retta son fissi, il sistema è immo- 
bile : e siccome nelle nostre notazioni , G significa un punto fisso , possiamo rap- 
presentare tre punti fissi con Gg e scrivere 
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I] moto di un sistema rigido si dividerà dunque nelle classi seguenti 

G, — Moto con due punti fissi. 

Gj - Moto con un punto fisso. 

60 — Moto con zero punti fissi. 

I punti fissi potrebbero essere anche ali* infinito, il che dà luogo a due nuove 
divisioni 

abbiamo cosi in tutto cinque classi 

G, rappresenta il moto di rotazione intomo a un asse fisso: in &•* questo asse é 

andato air infinito, e la rotazione si è trasformata in traslazione. G, è il moto di 

rotazione intorno a un centro fisso, che chiameremo moto sferico: in G,* questo 

centro si è allontanato indefinitamente , le sfere su cui si muovono i punti del si- 
stema si son trasformate in piani, e si ha il moto parallelo a un piano dato Molo 
Itiaiio. Finalmente Gq corrisponde al moto* più generale del sistema che si indica 
ordinariamente col nome di Molo di rotazione e scorrimento , e per il quale il 
Prof. Colombo ha proposto il nome assai più breve, e che ci sembra felicissimo 
di Roteazione. 

Ora si dimostra in Cinematica che 

1,® il moto piano è equivalente al rotolamento di una superficie cilindrica 
del sistema su una superficie cilindrica fissa. 

2/ il moto sferico è equivalente al rotolamento dì una superficie conica del 
sistema su una superficie conica fissa. 

S."* il moto di roteazione è equivalente al rotolamento misto (rotolamento 
unito a strisciamento) di una superficie rigata del sistema su una superficie rigata fissa. 
Queste superficie luogo degli assi istantanei di rotazione di roteazione (assi 
di rotazione, e scorrimento) si nel sistema che nello spazio, son chiamate da Hou- 
le aux Assoldi. Le relazioni fra la classe del moto, e la natura degli Assoidi sono 
espresse dalle semplici formolc 

G,'' = (C= C) 

G, =(R-R) 

In Gj gU Assoidi si riducono a due rette coincidenti. 
In Gt* queste due rette vanno all'infinito. 
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I moti G, G2* determinano le traiettorie di un punto qualunque del sistemai 

quelli Gì G,* obbligano i punti a rimanere su superficie date ; quello G^ non im- 
pone al movimento nessuna restrizione. Possiamo dunque scrivere 

6^=0 6j^=t 6a*=l G, = 2 6,^^=2 6os3 

le quali formolo son tutte del tipo 

6^=(3-m). 



La rotazione G^ e la traslazione G,* si dicono Moli semplici , perchè combi- 
nandoli opportunamente si possono ottenere tutti gli altri. Una serie di traslazioni 
di direzioni difTerenti dà origine alla traslazione curvilinea y di cui la traslazione 
poligonale è un caso particolare. Una serie di rotazioni intorno ad assi diversi dà 
luogo a moti di varia natura, secondo la differente legge colla quale questi assi 
si succedono nello spazio : in questo rapporto si posson presentare quattro casi 
diversi, cioè gli assi di rotazione posson formare una superficie cilindrica conica 
sviluppabile finalmente una superficie rigata gobba : tutti questi movimenti hanno 
per carattere comune il rotolamento relativo dei loro Assoldi. Il primo e il secondo 
caso costituiscono appunto il moto piano e sferico G,* 6, gli ultimi due rientrano 

nella classe G». Quando due assi consecutivi di rotazione si tagliano , gli Assoldi 

sono due superficie sviluppabili , che rotolano una sulF altra (H" Hi , e il moto si 

può anche considerare come una serie di rotazioni (di cui ciascuna dura due istanti) 
intomo ai punti della lìnea di regresso dell' Assoide fisso : questo moto risulta cosi 
come composto di moti sferici elementari, per cui lo chiameremo Moto sferoidico. 
Quando invece due assi di rotazione consecutivi non sono nel medesimo piano gli 

Assoldi sono superficie gobbe, che hanno un moto relativo di rotolamento (H"" ff), 

gli elementi del moto son semplici rotazioni, per la qual ragione lo diremo Moto 
rotoidico. 

Fra le varie specie di Roteazione giova distinguere ancora quel moto , in cui 
Tasse di roteazione rimane sempre lo stesso, e che potremo chiamare Moto cilin- 
drico y perchè un punto qualunque del sistema si muove su una superficie cilindrica, 
che ha per asse Tasse di roteazione; se poi nel moto cilindrico il rapporto fra la 
velocità parallela alT asse e la velocità angolare di rotazione rimane costante, tutti 
i punti del sistema descrivono eliche dello stesso passo, e si ha il ilfo^o elicoidale. 

Possiamo riassumere questi risultati nel quadro seguente, aggiungendovi in 
anticipazione anche quelli relativi alle coppie di superficie combacianti di cui ci 
occuperemo fra breve. 
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SOPRA LA TEORIA DELL' ELIMIN AZI OXE ALGEBRICA 



PEE 



CESARE ARZELÀ 



I. Sia 

9i = , 9, = , , 9,|_| = , <p„ = (1) 

un sistema di n equazioni algebriche tra le n variabili 

Se le (1) sono soddisfatte, quando in esse si faccia contemporaneamente 
si dice, che i valori 

costituiscono una soluzione comune alle (1), 

Di soluzioni comuni al sistema (1) ve ne ha, ingenerale, un numero limitato, 
e ciascuno dei valori a, , a^ , ... , o„ è radice di un'equazione, che si ottiene dalle 
(1) eliminando ?i - 1 delle variabili. 

Delle equazioni come questa ve ne sono dunque n : una per ciascuna variabile: 
si chiamano equazioni finali : rappresentiamole con 

r,(x,) = , f^{x,) = , , Ux^) = 0. (2) 

Quando le equazioni proposte sono complete e a coefficienti indeterminati, pei 
teoremi di Bezout e di Eulero è noto, che il grado di ciascuna delle precedenti 
equazioni finali e il numero delle soluzioni comuni alle proposte è eguale al pro- 
dotto dei gradi di queste, ma non si può più affermare altrettanto, quando nelle 
equazioni proposte i coefficienti abbiano valori particolari determinati. 

Per vedere chiaramente come ciò possa accadere, riportiamo qui l'analisi, con 
la quale il Serret tratta questo punto nel suo Ubro d'Algebra Superiore. 

II. Siano 

?,=0 , 9, = 0, ,cp„ = (2) 
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n equazioni generali j cioè complete e a coeflìcienti indeterminati , 

É 

?!^o=0 , 92>o = 0, ,9n>o = (3) 

quelle cogli stessi gradi, nelle quali si trasformano le (1) quando ai coeflìcienti in- 
determinati A , B , C. . . . si attribuiscono i valori particolari Aq , Bq , Co - . - 

Se f{x„)=0 dinota l'equazione finale ottenuta dalle (1) eliminando aj|,0C2,..,flc„__, 
sarà 

m=^mimj> vi^ 

il grado di essa, se rui , . , . , ?n„ sono i gradi rispettivi delle (1). 

Bezout ha mostrato che si possono sempre costruire ?i polinomi T,,T„ ...,T„ 
intieri rispetto alle variabih 

i cui coeflìcienti siano funzioni intiere dei coeflìcienti delle (1), in modo che si 
abbia identicamente 

fiXn) = T.9, + T,9, + . . . + T^^n ' (i) 

f(Xn) sarà dunque una funzione intiera di x^ e dei coeflìcienti delle (1). 
Senza nuocere alla generalità delle (1) possiamo porre 

A = Ao + 6A, 
B = Bo + €B| 



••••■• 



essendo e, A, , B, , C, , . . . indeterminati. 

Sostituendo nelle (1) e nei polinomi T, giacché le (1) sono di primo grado ri- 
spetto alle 

A , B , C • • • 
si otterrà 

9l = 92>0 + ^92M 



dove ?iM I ?tJi • - • 9«M indicano ciò che diventano le (1) mettendo in esse invece 
di A , B , . . . rispettivamente A| , B, . . . ; inoltre 



T» — T»50 + ^T,|,| + 6*T„)2 + . 



tf • 
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l'i,o » Tjjo ,..., T„,o dinotano ciò che diventano T^ , Tj ,.-.. T,, quando in queste in- 
vece delle A , B , C ... si ponga A^ , Bq , C^ ...; le altre T^,^ sono funzioni intiere 
di AoA>Co,...ApB, ,... indipendenti da e. . 
Sostituendo nella (3) avremo dunque 

ToC^n) sarà ciò che diventa fix^) mettendo in questa invece di A , B , C ,•.. ri- 
spettivamente Aq , Bo , Co . . . ; le f^ix^) , fti^n) • • • saranno funzioni intiere delle 

""0 > "o > ^o • • • e A| , i)| , L'i • . . 

Qui conviene distinguere due casi: che /iCoCn) i^^n sia identicamente nullo, ov- 
vero che lo sia. 

Nel primo caso , giacché le ( 1 ) si riducono alle (3) facendo 6 = 0, a ragione 
della (5), T equazione finale relativa al sistema (3) sarà 

fo(x^ = 0. (6) 

Ed è evidente, che per T annullarsi dei coefficienti dei termini di più alto grado 
nella. /"(xj potrà il grado della fo(xJ essere ridotto a m — [x. 

Questo significa, che delle 7?i radici della fix^) V- divengono infinite quando ai 
coefficienti A , B , C . . . si danno i valori particolari Aq , Bo , Co . . . 

Le altre m — \k sono le radici della 

Quindi fra le m soluzioni comuni alle (1) ve ne saranno |ji in cui la x^ diventa 
infinita, quando dalle (1) si passa alle (3). 

Sia ora fo{x„) identicamente nullo ; e insieme con essa lo siano anche A(^ii)> 
/j(ac„) ...; e giacché non lo possono esser tutte perocché f(xj sempre si riferisce 
a un sistema d'equazioni generali , sia f^ix^) la prima che non lo é; avremo allora 

AaJo) = e%(aJ») + ^^^^f^xix^) 4- . . . 

e l'equazione finale relativa alle equazioni generali (1) sarà 

rix(aJn) + e Wajfi) + =0. 

Ora dalle (1) si passa alle (3) facendo 6=0 ; con che la precedente si riduce alla 
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Se si nota che f^ix^) é una funzione intiera di x^^ i cui coefficienti sono funzioni 
intiere di A^ $ B^ , Co . . . e A| , B, , Cj . . . si compre nde, come possa accadere , 
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che la f^{Xn) ammetta un divisore intiero ^(x^) indipendente dalle A, , B, , Cj ... , 
dimodoché si abbia 

Alla /Ji(»i,) = corrispondono allora le due 4(a3j = e 6(ajJ ~ ; questa ci dà 
per x^ radici indeterminate, quella ci dà radici determinate, e si può considerare 
come l'equazione finale relativa al sistema d'equazioni particolari proposte. 

Il grado della ^(Xn) potrà essere inferiore ad m e perchè sia già tale quello 
della fyiXn) e perchè si sopprime il fattore 0(x„). 

Se poi fpiXn) non ammette alcun divisore come ^(xj, non si ha più veramente 
un'equazione finale; le radici cc^ sono un numero illimitato, e tra esse non ve ne 
ha alcuna^ che sia determinata da un'equazione particolare come la ^(aj„) = (7). 

Raccogliendo dunque il sin qui detto si conclude, che il grado dell'equazione 
finale relativa a un sistema di equazioni particolari può essere inferiore a m, perchè 
nel passaggio da equazioni generali ad equazioni particolari possono sparire dei 
termini o sopprimersi dei fattori. 

Quanto abbiamo detto peT l'equazione finale relativa alla x^ vale manifesta- 
mente per ciascuna delle altre variabili. 

III. Ciò posto, nel passaggio dal sistema generale (1) al particolare (3) potrà 
accadere, che i gradi delle n equazioni finali 

per le anzidette ragioni siano ridotti rispettivamente a 

m - p.| , m - [jij , , wi ~ ix„. 

Se ora si osserva che, dato un sistema d' equazioni generali, una soluzione co- 
mune ad esse si compone associando convenientemente una radice di una delle equa- 
zioni finali a una di ciascuna delle altre, si fa manifesto, come nel passaggio dalle 
equazioni generali alle particolari possa accadere, che in pij delle m soluzioni la 
ac, divenga infinita o indeterminata ; in pi^ , (che possono essere tra quelle di prima) 
lo divenga la x^ ; e analogamente per le altre variabili. Di guisa che, dopo il pas- 
saggio da equazioni generali a particolari, le m soluzioni di quelle si potranno di- 
stinguere cosi: 

I. soluzioni, in cui tutte le radici componenti sono finite e determinate. 

II. soluzioni, in cui a radici finite e determinate sono associate altre infinite 
indeterminate. 

III. soluzioni, in cui tutte le radici sono divenute infinite o indeterminate. 
In particolare potrà anche accadere, che nel passare da un sistema generale 

ad un sistema dato, in nessuna delle m soluzioni rimangano radici finite e deter- 
minate associate a radici infinite o indeterminate : quelle m soluzioni si distingue- 
ranno allora in m - j;. soluzioni, in cui tutte le radici sono finite e determinate , e 
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[il in cui tutte sono o infinite o indeterminate ; si dirà allora che il sistema parti- 
colare proposto ammette m-\L soluzioni, considerando come perdute le altre {i. 

In questo caso notevole si mostra facilmente, che i gradi delle n equazioni 
finali ih se, ccj . . . x^ rispettivamente debbono esser tutti eguali fra loro, e al nu- 
mero delle soluzioni finite e determinate del sistema. 

Vi ha, dunque analogia con quello, che avviene nel caso di equazioni generali; 
soltanto che in questo il grado deir equazione finale è il prodotto dei gradi delle 
proposte, in quello invece è minore. 

IV. Siano infatti 

(2) A(aJ|) = , /i(aj,) = 0,...,/;(a5„) = 

le ?i equazioni finali relative al sistema di equazioni generali, che comprende, come 
caso particolare, il sistema proposto. 

Come già dicemmo, il grado comune a tutti è ?7i = m^ m^ . . • m„ ; e anche il 
numero delle soluzioni comuni, composto associando convenientemente le radici di 
quelle, 6 precisamente m, perchè, per un teorema dato da Lagrange, se una 
stessa radice xs fa parte di p soluzioni comuni, questa xs è radice multipla di or- 
dine p dell'equazione finale /s(acs) = 0. 

Ciò posto im maginiamo di passare dalle equazioni generaU alle particolari pro- 
poste : se per esse si verifica la condizione, che abbiamo detto, deve necessaria- 
lìienle accadere, che tante siano le radici ce, , che divengono infinite o indetermi- 
nate, quante le ccj , le a?, . . . le cc^ , giacché tutte debbono diventar tali insieme 
in una stessa soluzione, o tutte insieme in altre soluzioni debbono rimanere finite 
e determinate ; dunque il grado delle (2) diminuisce per tutte egualmente. 

Le 

(8) ruxi) = , r„o(a;,) = , . . . , f^,^(x^) = 

alle quali si riducono le (2) precedenti, avranno dunque tutte lo stesso grado eguale 
al numero dei valori', che ciascuna variabile conserva finiti e determinati nel pas- 
saggio dalle equazioni generali alle particolari. 

È dunque dimostrato il seguente teorema: 

« Dato un sistema di equazioni parlicolari tra un eguale numero di variabili 
e coi gradi rispettivi 9>i,,m, , ... , m„: si consideri il sistema di altrettante equa- 
zioni generali tra le stesse variabiU e aventi rispettivamente gli stessi gradi ; se nel 
passaggio da queste a quelle accada, che in nessuna delle ^ 

[m = lfìl^ jn^ . . . ffif^ 

soluzioni del sistema generale rimangano radici finite e determinate associate ad 
altre che divengono infinite o indeterminate ; allora tutte le equazioni finali relatire 
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al sistema parlicolare hanno lo stesso grado, ugucile al numero delle soluzioni, le 
cui radici componenti sono tutte rimaste finite e determinate )). 

Chiameremo questo il teorema (7). 

V. Qui prenderemo ora a studiare la quistione del determinare dif ettamente il 
grado dell* equazione finale relatiya a un sistema di equazioni particolari proposte; 
e tenteremo di mostrare che, quando sieno verificate certe condizioni, si può esten- 
dere ai sistemi di più equazioni il processo indicato da Min din g per quelli di due 
sole (*). 

Poniamo primieramente la seguente condizione : 

Tra le n equazioni particolari proposte 

tra le n variabili 

se ne possano scegliere n — . 1 ad es. le 

(9) 9no = 0» 5 9i^-f.o = 0, 

in modo che, considerando in queste opportunamente solo n — i delie n variabili 
ad es. le 

*^ i *^S i j **^n 9 

il sistema costituito dalle n — 1 equazioni scelte tra queste n - 1 variabili sia nella 
coudizione richiesta perchè per esso abbia luogo il teorema (7) ; cioè se si consi- 
derano le n - 1 equazioni generali 

(10) 9, = 0,<?j = 0, ,9„-i = 

tra le stesse n - 1 variabili 

»*'2 J •*'3 » ' >«*'«> 

quando dalle (IO) si passa alle (9), accada, che in nessuna delle soluzioni appar- 
tenenti alle (10) rispetto alle dette n-1 variabili rimangano radici finite e deter- 
minate associate a radici infinite indeterminate. 

Se, oltre alla condizione ora detta, sarà soddisratta anche un* altra, che diremo 
a suo luogo, si potrà direttamente costruire T equazione finale relativa alla Xf. 



(•) Vedi Serret. Cours éT Algebre Supérieure, 

Faà de Bruno. Théorie generale de Véliminaiion. 
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Prima però di procedere a questo, importa, che facciamo un'osservazione in- 
torno al modo di riconoscere se il sistema (9) è o no nella condizione richiesta, 
perchè per esso si verifichi il teorema (y): la quale noi chiameremo condizione (if). 
• Quando nelle (9) si considerano le sole variabili 

rispetto a queste i gradi rispettivi possono essere 

rw', <m| , m\<^mf , , m\<^m^ 

e i coefficienti rispetto alle medesime variabili saranno costanti determinate ovvero 
funzioni della ce, con coefficienti determinati. 

Avuto dunque solamente riguardo alle dette n ~ 1 variabili, le (9) sì possono 
intendere come equazioni particolari comprese nelle equazioni 

(11) 9'i=0 9', = 0, ,7'„=:0 

generali tra le stesse variabili, cioè complete e a coefficienti indeterminati, e aventi 
rispettivamente i gradi 

m', , m'^ , , m'„. 

Ora dico, che se la condizione (y) è verificata nel passaggio dalle (11) alle (9): 
lo sarà pure nel passaggio dalle (10) alle (9). 

Invero il passaggio dalle (10) alle (9) lo si può distinguere in due passaggi 
successivi: quello dalle (10) alle (11): indi quello dalle (11) alle (9). 

Ora rispetto alle • 

«A/2 «A/J ,•■••••! ^fl 

i due sistemi (10) e (11) sono entrambi generali: quello ammette 

m 

— = minti . . . w„.| 

7/1,1 

soluzioni: questo 

m' = m\ m\ . . . ni'^^^ 

ed è manifesto, giacché sono sistemi generali c\ie nel passaggio dalFuno air altro 
in nessuna soluzione rimangono radici finite e determinate associate ad altre infinite 

indeterminate ; si hanno dunque m' soluzioni che si perdono. 

£ dunque certamente verificata la condizione (y) nel passaggio delle (10) alle 
(9), quando lo sia in quello dalle (11) alle (9). 
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Torniamo ora alla quistione propostaci. 

Si sia dunque riconosciuto che pel sistema delle (9) rispetto alle 

si verifica la condizione (y). 

Siano p le soluzioni, le cui radici componenti rimangono finite e determinate 
nel passaggio dalle (11) alle (9) ; e si dinotino nel modo seguente 

or»' /*»' /v»' 

(12) a,(») , !»,<*) , , ac„») 

distinguendo con uno stesso accento le radici che compongono una stessa soluzione. 
Si noti che le radici 

in generale, saranno funzioni della oc, ; e quindi dicendo che sono finite e deter- 
minate non si Yuol dire che sono costanti : sono funzioni finite e determinate della 
ac, , sinché questa è qualunque ; e possono cessare di esser tali per valori partico- 
lari della Xf. 

Dimostriamo primieraméhte che una funzione intiera e simmetrica delle solu- 
zioni (12) è sempre esprimibile razionalmente pei coefficienti delle equazioni (9). 

Chiameremo questo il teorema (g). Come si vede, è lo stesso teorema che sus- 
siste per le funzioni simmetriche delle soluzioni comuni a un sistema di equazioni 
generali ; e anche la dimostrazione si può condurre in modo analogo, cioè, si può 
far vedere come una funzione simmetrica multipla si esprime per una funzione ra- 
zionale e intiera di funzioni simmetriche semplici. 

La ragione di questo fatto sta in ciò : che nel ridurre una funzione multipla a 
funzioni semplici non influisce affatto il numero totale delle soluzioni finite e deter- 
minate, che si hanno : siano esse un numero eguale al prodotto dei gradi delle 
equazioni, o siano un numero inferiore, quella riduzione si effettua egualmente. 

Di modo che basterebbe dimostrare che le funzioni simmetriche semphci si 
esprimono razionalmente per i coefficienti ; ma giacché ci importa di determinare 
il limite massimo del grado della funzione dei coefficienti che esprime la funzione 
simmetrica multipla, cosi a questo scopo, pur tenendo conto che una funzione sim- 
metrica multipla si esprime per funzioni simmetriche semplici, gioverà meglio la 
seguente analisi, di cui abbiamo tolto il concetto dal libro già menzionato del Chia- 
rissimo Prof. Faà di Bruno (*). 



O Premettiamo un lemma. 
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Indicando con ( una nuova variabile , e con «3 a^ . • . a^ delle indeterminate, 
si ponga : 

Sostituendo nelle proposte (9) 
(13) X3 = ac3 



^n — ^n 



esse diventeranno 



9f»o aJjOj^ . . . a;„a) = 
(14) ?2>(i Gaj3 ...a5„a) = 



Dalle (14) si fa manifesto cbe quante soluzioni in 
finite e determinate ammettono le (9), altrettante ne ammettono le (14) in 

e cbe pel sistema (14) ò verificata la condizione (y)» se essa è verificata pel siste- 
ma (9) e se le a rimangano indeterminate. 

Però tutte le equazioni finali del sistema (14) relative a 

^ j «^3 > > «^n 

rispettivamente, saranno di grado p. 
Quella in t sarà 

(15) P„ [<^ + P, (^-« + ... -0 

dove, come si sa, i coeflicienti 

Po , Pi 



saranno funzioni razionali e intiere dei coeflicienti delle (14), cioè, dei coeflicienti 
delle (9) e delle indeterminate a. 
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Osserviamo ora, che cKlamando 

'i ) '2 > " • • ) ^v ' * ' * ' 'p 

le radici della (15), si potrà scrìvere questa anche sotto la forma: 

(16) - a-M(«-v • • • i^-Q . . . (^ -fp)-o 

e giacché si ha 

dal confronto della (15) colla (16) si fa manifesto che i coefficienti 

P. h 

sono funzioni intiere delle indeterminate a : dunque Po 6 indipendente da esse. 

Per un momento diamo ora il valore zero a tutte le a: la sostituzione (13) 
diventa allora 

X^ ^ t OC3 — (C3 , «9 Xf^ = Xf^ 9 

ed è evidente, che la condizione (y) è sempre verificata; le equazioni finali sono 
sempre tutte di grado p e la'(lS) non è altro, che l'equazione finale in x^ delle 
equazioni (9) ; ma col supporre le a eguali a zero il P© non si è alterato : dunque 
T il primo coefficiente P^, dell'equazione finale in l relativa alle (!4) è pure il primo 
coefficiente di quella in x^ relativa alle (9). 

Vediamo ora come si determina questo primo coefficiente della equazione finale 
in acj del sistema (9). 

Sia dunque F equazione finale in o^t' ^ìoè la risultante quando si riguardino 
come variabili le sole flc, , . . . , aC;, , 

P„aj,P + P'ia;/"«+ =0 

In questa e nelle (9) poniamo 

* Vi ^ Vi Vi 

mohìplicando per la massima potenza a cui comparisce in ciascuna la 1/, , le (9) 
diverranno omogenee rispetto alle 

e in ciascuna di esse sarà indipendente da j/i solo quella parte, che era pure omo- 
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gcnea e di più alto grado rispetto alle 

or» 'Y* or» • 

cioè, in ciascuna equazione la parte che era omogenea e di più alto grado rispetto alle 
avrà subito solo questo cambiamento che in luogo delle 
vi saranno state sostituito le 

Ut J Vz ì J Vn' 

L'equazione finale precedente diverrà 

esso sarà la risultante, quando nelle dette equazioni omogenee si considerano come 
variabili le 

y^yy^y » y»- 

Se vi sì fa 2/i = 0, le dette equazioni omogeneo si riducono ciascuna a quella 
parte che in essa è omogenea e di più alto grado rispetto alle 

2/2 5 ?/3 » > !/n 9 

cioè alle 



or» or» or» • 

•^'t > •*'3 > f ^n > 

e la precedente equazione finale si riduce a 

Po = è dunque la risultante del sistema d'equazioni omogenee formate con- 
siderando in ciascuna della (9) quella parte che è omogenea e di più alto grado 
rispetto alle 



♦^i J 3C3 , y X 



n' 



In modo perfettamente analogo prendendo a considerare l'equazione finale in 
Xf relativa al sistema (9) si dimostrerebbe che il primo coefficiente di essa è pure 
la risultante dello stesso sistema di equazioni omogenee. Dunque : 
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n primo coei&ciente di ciascuna delle (n - 1) equazioni finali relative al sistema 
(9) è eguale alla risultante del sistema formato considerando in ciascun^ della (9) 

« 

quella parte che è omogenea e di più alto grado rispetto alle 

Questo primo coefficiente sarà una costante, ovrero una funzione intiera della ac, . 
Stabilito ciò si rappresenti una funzione simmetrica multipla col simbola 

(17) w, = 2 (x,(0Pi xa^»)^' . . . cc^^')''*) (cB^W^ xj^^)^^ . . . x^"*) 

dove V < p , e il segno 2 è esteso a tutti i termini che si deducono da quello ivi 

scritto scambiandovi Funa neir altra in tutti i modi possibili le soluzioni (12). 
Si consideri ora l'identità : 



(18) ... (a;,(^)4a,aj3W+...+a„a5/)) = Z.^''*//* = 6 



V 



essendo il segno £ esteso a tutti i termini, che si ottengono scambiando 1* una nel- 
r altra le soluzioni (12) ovvero le radici ^ , /» , . . . , fp. 
Abbiamo 

« 

dove Cj, è un coefficiente numerico , e Z^ è esteso a tutti i termini, che corrispon- 
dono a tutte le soluzioni in numeri intieri positivi nulli della 

(?) Pi + 9i+ • V +n = <»i 

Analogamente : 

esteso £2 ^ ^^^^ 1^ soluzioni in intieri positivi nulli della 

(?') p» + gi + 8»+ +»*» = o«- 

Cosi pure si sviluppano gli altri fattori del termine generalo del primo membro 
della (18). 

TOI.. XT. 10 
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Dimodoché lo sviluppo totale del primo membro della (18) sarà : 



e indicando con £' la somma, che si ottiene eseguendo il prodotto delle somme 

5! V E 

^1 » *'a » • • ' J ^v 

il precedente sviluppo diventerà : 

2. rie C ...C .«3^'? a,^'\..a«- ^(aj/*)'V')^^..ajXO--^ 

dove 

lq = q, + qt+ . . .+q^ 

2é8 ^ S| ~r Sj T* • • • "T ^y 



rammentiamo, che il S si estende a tutti i termini, che si ottengono scambiando 
le soluzioni 

flCa^P) , CD^tP) , . . . , X„^P) 

« 

le une nelle altre in tutti i modi possibili; e il 1' si estende a tutti quelli che si 
ottengono scambiando fra loro le soluzioni di ciascuna delle (P), (f') ... 

É quindi manifesto, che si possono scambiare fra loro i segni £ e £' ; la somma 
precedente perciò può scriversi 

S'.C C ...e 'a,^'^'0i,^\..aj^'^'j:^(xy*xy\..xy') . . . 

<J| <^z ^p \ / 

ponendo 



C C . . . C = Mv 



e rammentando la (18) sarà 
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La 0^ è una funzione intiera e simmetrica multipla delle radici della (15) : per 
un noto teorema di Brioschi, si ha dunque 

(19) «v = ^-*(Po,Pi,P2...) 

dinotando <p una funzione razionale intiera e omogenea dei coefficienti PqjP, jP^... 
e di grado a, essendo o il massimo fra gli esponenti o^ , a^ ^ a^ . . . 
Confrontando le due ultime eguaglianze, si ottiene : 

Z'M^aj ^a^ ' . . . a^ ''• w, = 9^ =^-5 <|; (P^ , P, . . .). 

Giacché le a sono indeterminate, e i due membri sono funzioni intiere di esse, sa- 
ranno eguali i coefficienti di uno stesso prodotto 

Zq Is Ir 

«3 a^ ... 0,1 . 

Nel primo membro il coefficiente di questo è 

esteso il I a tutte le co, in cui sono costanti 

Iq , Is ,....'.., 2r 
ed essendo N, un coefficiente numerico : nel secondo membro sarà 

Po' 

f funzione intiera dei coellicienti delle (9) : epperò 

f 

Ora è manifesto che prendendo a considerare l'identità 

Zix,W + «,a5,(«) + . . . + «„«,(•))" = St,» = i^ r (Po . P. . • •) 

dove S è esteso a tutte le radici della (15) ; e la f è una funzione razionale intiera 
omogenea di grado o; con ragionamento analogo a quello fatto sopra la (18) si di- 
mostra ohe una funzione simmetrica semplice si esprime per una funzione razionale 
dei coefficiènti delle (9), il cui denominatore è una certa potenza di P©. 

Ma abbiamo già detto, che la (o, funzione simmetrica multipla si esprime in 
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termini razionali e intieri per funzioni simmetriche semplici ; ciò prora che la co^ 
si esprime per una funzione razionale dei coefficienti delle (9), il cui denominatore 
è una potenza di P^ ; ora la relazione precedente 

mostra che quel denominatore è appunto P^^ o almeno non sarà mai una potenza 
superiore a questa. 

Nel caso nostro, giacché le (9) e quindi anche le (14) sono equazioni partico- 
lari, può la (15) essere incompleta; possono dunque mancare nella 

*(Po,P, ,P, ...) 

della (19) appunto i termini, che nel caso d'equazioni generali vi sarebbero indi- 
pendenti da Po ; quindi, divenendo Po un fattore comune a tutti i termini della pre- 
cedente funzione, riducendo si avrebbe 

i-M^a, a^ • • • a» '(0^-9^ = 5-57 



P 



O 



essendo <t' di grado o' <a\ quindi anche 

f^ essendo pur sempre una funzione intiera dei coefficienti delle (9) ; di più, potrà 
accadere che qualcuna delle funzioni /",. analoghe alla precedente contenga, anche 
dopo la prima riduzione suddetta, in tutti i suoi termini il fattore P© , ovvero un 
fattore comune con Pq ; di guisa che in generale, trattandosi di equazioni partico- 
lari, si dovrà porre : 

(20) a>, = 45 

Po 

essendo F una funzione intiera dei coefficienti delle (2), e quindi drx,; Po essendo 
un fattore di Po ; e o^*^ < o. 

VI. Prendiamo ora a considerare il prodotto 

funzione sinmietrica multipla delle soluzioni (12), o più precisamente somma di ter- 
mini della forma 
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essendo Ap un coefllciente numerico ovvero una funzione razionale intiera di 03, : 
e &ip una funzione simmetrica multipla di ordine (p) in cui la massima somma di 
esponenti delle radici componenti una delle soluzioni (12), è eguale alla massima 
somma m'^ che si può ottenere sommando in ciascuno dei termini della o„,o gli 
esponenti delle ce, » a?» , • . . » »» e la minima può essere zero. 

Esprimendo dunque, come ci insegna la (20), le funzioni simmetriche , la cui 
somma costituisce V : avremo : 

p/ p// 

' = A, -7-^ + Aj --,71," 4- . • . 

Po Po 

dove le A e le F sono funzioni razionali intiere della a?, , le p sono fattori di P^ e 
possono anche essere questa stessa ; 0' ^a" . , , sono esponenti il cui massimo va- 
lore è vì'^. 

Riducendo potremo dunque porre : 



V = 



* 



F^*^ funzione razionale intiera di x, : P'„ fattore di P^ ; 0| < m'„ e si può sempre 

intendere, che tra F^'^ e P'o^' non esista alcun fattore comune, che sia funzione di Xt - 
Ne consegue che : 



• 



<3. 



(21) PV* V - F(«) 

è una funzione razionale intiera della x,. 

Ora qui conviene porre una seconda condizione : si ponga, cioè, che anche pel 
sistema di tutte le n equazioni proposte 

(2) 9i»o = , 9n-i,o = , 9i„o«^0 

tra le n variabili 

•^1 > 3C| , , a?,! 

si verifichi l'analoga condizione (7) come pel sistema (9); vale a dire, che se si 
considerano le n solite equazioni generali 

(1) 9i = 0,9, = 0, ,9n = 

in nessuna delle loro m soluzioni, quando si passa dalla (1) alle (2) , rimangano 
radici finite e determinate associate a radici infinite indeterminate. 
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Allora dico che : 

(22) Fo''* V = F(*)(aj,) = 

è r equazione finale in a?| del sistema proposto. 

Infatti, giacché P'o e F^*^(x,) non hanno alcun fattore comune phe sia funzione 
di X, : una radice di P'o non è radice di F^*^ ; dunque le radici di F^-^flCi) sono so- 
lamente i valori finiti e determinati di x, , pei quali si annulla V ; sia a, uno di 
questi valori : per esso deve essere nullo uno dei fattori di V : sia il fattore 

9»,o(a?f i^jf^'^ .ac„('0: 

rammentiamo, che i fattori di V sono stati costruiti sostituendo successivamente 
sulla 9„,o le soluzioni (i2): le radici che compongono una qualunque di esse, ad 
esempia la 

aj.C) , , x.w 

sono rami di funzioni algebriche della x^ definite dal sistema 

9i>o = , ?2,o = , , 9„_i,o = , 

e quando la x^ assume un certo valore a, , quelle prenderanno ciascuno un valore 
corrispondente, ma, qualunque sia questo, esse costituiranno sempre una soluzione 
delle precedenti equazioni, e se pel valore a, è nullo anche 

ciò evidentemente significa che se alla x^ si attribuisce il valore ai i valori delle 

aJ.^^ ■.,x/) 

corrispondenti formano una soluzione comune a tutte le n equazioni proposte; dunque 
quel valore a^ fa parte di una delle soluzioni di queste. 

Reciprocamente dico, che, se un valore ai della X| entra a comporre una delle 
soluzioni finite e determinate delle equazioni proposte , esso deve essere radice 
della (22). 

Sia 

•^1 == ^1 > *^i = ^1 > • • • • • • 5 3(/|| = a,| 

un sistema di valori finiti e determinati che costituiscano una soluzione delle n equa- 
zioni date : ciò significa, che se in esse invece di x, si pone X| , le n equazioni 
tra le n — 1 variabili Xj , x, , . . . , x^ rimanenti sono soddisfatte pei valori 
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dunque lo sono anche le 

9i>o = , ?„o = , , 9„-.i,o = 0. 

Epperò i valori 

sono quelli, che le radici componenti una delle soluzioni (1*2) assumono quando si 
faccia X| = a| ; è quindi evidente che per questo valore a, deve essere nullo uno 
dei fattori di V ; ed è soddisfatta la (^-2). 
Cosi è manifesto che 

è r equazione finale in x^ del sistema proposto. 

Se si chiama i' il grado di P'o : >Ji ^Ji . • • >Jp i gradi rispettivi dei fattori di V, 
dopo che in essi alle radici 

si sono sostituite le loro espressioni per la x, : il grado della (22) sarà 

Per la condizione posta, come il teorema (y) ci insegna, esso sarà il numero 
delle soluzioni finite e determinate del sistema proposto. 

Diremo come si determinano >3i , >Ji ,..-, 'Jp; quanto a o, e i' è forse impossibile 
indicare come si possano determinare a priori. 

Potremo però sempre determinare il grado 

W'l|ì + >ll+>l2+ +>Ip 

dell* equazione 

essendo t il grado di P^. 

Se . • Po = P'o Po 5 

r equazione precedente differisce dalla vera equazione finale pel fattore 

P'o -Po ": 

il grado di quella è dunque un limite superiore del grado dell'equazione finale. 
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Se P'o fosse una costante allora il grado dell'equazione Anale sarebbe 

1J1 + 1J1+ +)jp 

e si potrebbe assumere come equazione Anale la 

« 

v = o 

■ Ciò accadrà sempre, quando sia costante Po- 

Così pure sarebbe V = l'equazione finale quando fosse 04 = 0; il che però in 
generale, come abbiamo detto, non si saprà decidere a priori. 

Raccogliendo ora le cose sin qui dette, possiamo enunciare il seguente teorema: 
Se così pel sistema di tutte le n equazioni proposte tra le ?i variabili , come 
per uno degli n sistemi che si possono formare, scegliendo tra quelle n-l equa- 
zioni e considerandovi opportunamente n-l variabili, è verificata la condizione (y); 
e se il primo coeflìciente delle equazioni finali relative al detto sistema di 71 - t 
equazioni è costante : allora 1* equazione finale del sistema proposto relativa alla 
?i* variabile è 

V = 

essendo Y costruito, come sopra si è detto : se poi quel primo coefficiente non è 
costante, allora la 

Po **V = 

sarà essa l'equazione finale, ovvero conterrà, come fattore estraneo, un fattore di P^. 
VII. Passiamo a determinare 

^f > ^t j > 'Jp- 

Il grado Y] della 

è subito determinato, quando siano conosciuti i gradi rispettivi della 

rispetto alla x^, 

È quello, che ora ci proponiamo. 

Si abbia un sistetna di n - 1 equazioni algebriche date comunque 

9i>o(35i j ajj > 3^3 , , a5„) = 

(V) ?iJo(aJi I », , x, , , x«) = 

9fi-i»o(a5i » aj, , X3 , , ajj = 
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tra le n Tari abili 

X| I Xj 9 • - • • • • I 3P|| j 

e per esso, quando yì si considerano le sole variabili x, , x^ , ... , x,i sia verificata la ' 
condizione (7). 
Siano 

Oj (X| , X,) = 

^3 (aJ| , X3) = 
(V) 

le equazioni finali del sistema relative a Xj^Xj, ... , Xn rispettivamente; esse avranno 
tutte lo stesso grado. 

Associando convenientemente una radice di una di esse con una di ciascuna 
delle altre si formano le soluzioni in Xj , x, , . . . , x^ delle equazioni date. 

Ciascuna delle (v) è un'equazione algebrica tra due variabili X| e x^ , ed è noto (*) 
che ciascuna radice x, si può sviluppare in una serie ordinata secondo le potenze 
discendenti della X|. 

Dinnodochè le radici componenti una soluzione delle (|ji), essendo ciascuna una 
radice di una delle (v), si svilupperanno per le potenze discendenti della Xf. 

Ci proponiamo qui di indicare come si possano determinare, deducendoli diret- 
tamente delle equazioni proposte, i gradi rispetto alle Xi delle 

x,(') x,^') x^(') 

componenti una soluzione delle (|ji) , e come si possano trovare quanti termini si 
vogliano nello sviluppo di esse. 
Si ponga 

x,(*) = ti,,. Xc'*»" 



h 



(X) a53<') = Wa„ X| 



3'< 



X«^ — Xu,, X| 



dove le h sono esponenti indeterminati, e le u sono variabili, che per X|=oo non 
diventano nò nulle né infinite. 



(•) Vedi S e r r e t - Algebra Superiore -Thodhunter- Teoria delle Equas ioni. 

11 
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Le II e le ti dovranno soddisfare a questa condizione che sostituendo le espres- 
sioni (X) nelle (jx), queste siano Identicamente soddisfatte. 

Se dunque dopo la sostituzione si ordinano le (|x) secondo le potenze della x, 
e si divide ciascuna per la massima potenza a cui ci comparisce ac, : facendo cre- 
scere questa all'infinito, ciascuna equazione si ridurrà al coefficiente della potenza 
massima di x^. 

Si avranno dunque altrettante equazioni eguagliando a zero in ciascuna equa- 
zione (pi) il coefficiente della massima potenza di x, dopo la" sostituzione (X). 

Ora ò manifesto, che se dopo la sostituzione (X) in una delle equazioni (\i) 
comparisse un solo termine contenente la massima potenza di oc, , il coefficiente di 
esso non potrebbe esser nullo, se non per lo annullarsi di qualcuna delle 

epperò bisognerà che dopo la sostituzione compariscano in ciascuna delle (ji) al- 
meno due termini contenenti la massima potenza di x^ : così potranno distruggersi 
a vicenda. 

Siamo dunque condotti a questa condizione per determinare le h : esse do- 
vranno esser tali, che dopo la detta sostituzione compariscano in x^ almeno due 
esponenti eguali tra loro e superiori a tutti gli altri. 

Scriviamo le ([jl) secondo r ordine di grandezza decrescente delle somme d'espo- 
nenti delle 

in un medesimo termine : 



(3C| o-g) , (aci p,) (acj Or) indicano polinomi intieri in ce, di grado 

^g > Po Or 

rispettivamente ; dopo la sostituzione (X) la serie degli esponenti di x, sarà nella 9„o 

«0 + a^jo ''i»« + + fljijo ftii»» 

a, + a,,, /i,„ -h + a„„ ft„„ 



neUa 9,,^ 
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nella 9^_„o 






Per quanto si è detto innanzi bisognerà che in ciascuna delle serie (w) siano 
eguali due dei polinomi, che vi compariscono : e cosi le /i soddisferanno a un si- 
stema d'e-quazioni lineari della forma : 



ed inoltre dovranno fare acquistare a tutti gli altri polinomi della medesima serie 
valori eguali o minori al valore che hanno i due polinomi che in quella sono stati 
eguagliati. 

Bisognerà dunque : costruire tutt'i sistemi possibili d'equazioni lineari analoghe 
alle precedenti : risolute queste , tra tutti i sistemi di valori trovati per le h sce- 
gliere quelli, pei quali si verifichi, che tutti i polinomi di una stessa serie (io) ri- 
sultino in valore eguali o inferiori a ciascuno di quei due, che sono stati eguagliati 
per costruire le anzidette equazioni lineari. 

Trovato un sistema di valori 

passiamo ad occuparci delle 

^2>« 9 ^3>« J » ^«V 

corrispondenti a quelli- 
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Se si dinotano con 

delle costanti dilTerenti da zero si potrà porre 



^ii>» — '* 115» + ^ nx 

dove le z\,t . . . jz'n,^ sono quantità variabili che si annullano per X| = <» . 

Dividendo ciascuna delle Qi) per x, elevato alla massima potenza, a cui in 
quella comparisce dopo la sostituzione (X) e quando le h abbiano i valori trovati : 
e facendo poi Xi=<x> le predette equazioni Qi) si ridurranno alla forma seguente 



*2»r *3>r *ii>r *2ir' ^8>r' ^ii»r' 

S^ U',„ -uV, - • . W»„ + . . . + S^'M',,, -tt',,, . . . W'^„ =- 

dove le A , B . . . S sono coefficienti costanti. 

Sono queste, come si vede, un sistema di n - 1 equazioni tra n - ì incognite 

quante soluzioni composte di valori finiti e determinati e differenti da zero le pre- 
cedenti equazioni ammettono, altrettante saranno le soluzioni 

a5,w , x^^') , x^') 

per le (pi) ; alle quali conviene lo stesso sistema di gradi rispettivi 

"2?4 5 I^Zìg > > "mi* 

Conosciute le u' e le /i si porrà : 



xj'^ = u'„, x^" + :2, 
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^'tyg^t *'*vitA'ii5«aj« *" saranno i termini di più alto grado In a5, negli sviluppi 
deUe a5,<*) , x,W , . . . , x^^'l 

Se si sostituiscono le precedenti espressioni nella (\k) avremo altrettante tra- 
sformate in Zi,Zij..,Zf^ le quali avranno gli stessi gradi delle proposte rispetto 
alle a^iya?!,...,^»; operando sopra le trasformate come sopra le ([x) si troveranno 
i primi termini degli sviluppi che esprimano le ^2,23 ,..., :z,i cioè i secondi di quelli 
che esprimono le x. 

Bisogna avvertire, che i soli valori ammissìbili pei primi termini delle z sono 
quelli 9 i cui gradi in Xf riescano inferiori alle 

rispettiTe. 

Cosi continuando si vede la possibilità di av 're quanti termini si vogliono negli 
sviluppi delle 

x,('> , aj,(') , , x/). 

(conlinua) 
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NOTA DI CALCOLO GRAFICO 

sopra la risolnzione di un sistema di due equasioni di l.** grado. 



PEB 



LEOPOLDO CROCCHI 



Il eh."»® prof. Isè in una sua nota di Calcolo grafico inserita in questo Gior- 
nale (Voi. XIV) risolve in un modo molto elegante e generale il problema grafico 
della risoluzione di un sistema di equazioni di 1® grado. 

Esso però dipende da considerazioni sopra i rapporti anarmonici e le invola-, 
zioni ; per cui possiamo domandarci se il metodo del prof. Isè possa stare di ac- 
cordo con quelli elementari coi quali è condotto il Calcolo grafico del prof- Cre- 
mona, ovvero la Slalica grafica del prof. Bauschinger, meglio di un procedi- 
mento elementare nel quale non si faccia alcun cenno della cosidetta nuova Geo- 
metria. 

Siffatto dubbio, ed il difetto (per quel che io mi sappia) di ogni altro studio 
su questa parte di Calcolo grafico, mi hanno spinto a notare la seguente soluzione 
del tutto elementare per un sistema di due equazioni di 1^ grado. 

ÀI sistema 

ax 4 61/ = e 
a'x + b'y = e' 



può sostituirsi r altro equivalente 



dove 



a'x -h b'y - e' 
a^x f b(ìj = e, , 

a' + 6' = o, 4 6| ; 



poiché , com' è facile verificare , supposta la somma a' + 6' maggiore di a + 6 , e 
chiamata d la differenza positiva, i coefficienti a,,6i,c, si ottengono dalle relazioni 
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di facilissima costruzione geometrica. Come vedremo, di 6 e 6^ possiamo farne a 
meno : quindi se sopra un lato di un angolo si riporteranno partendo dal vertice i 
segmenti a' , e' , a' + ò' ; e suir altro il segmento d, basterà condurre la congiun- 
gente dell'estremo d coir estremo a' 4- 6', e tirare ad essa altrettante parallele dagli 
estrerai dei segmenti a' e e' : ai segmenti a^.b^ cosi determinati aggiungendo a e 
6 avremo a, e 6,. 

Ciò posto , porto sopra una stessa retta i segmenti 0^^ - a^ , Ori' = a' , 




Oa = a' + b', e sopra la perpendicolare ali* estremo a di essa, gli altri segmenti 



oc' = e', aC| = ^1 . Divido poi la congiungente Oc, nel rapporto 






nel punto h e 



tiro he', questa prolungata incontra 1* ordinata a'u in u, mentre la parallela ad he' 
condotta da e, incontra l'ordinata a^v in v. I punti 0,u,v si troveranno sopra 
una stessa retta, che insieme alla ho' risolverà il problema. 
Infatti, condotte le normali %ig e vi alla ann , avremo 

& = ag + c'flf = a'u + c'flf 



C| = al -f c,l = a|V + Cil ; 

ma dalla similitudine del triangolo Oli/ (essendo 01 eguale ali* unità di lunghezza 
ed y il punto d* incontro della normale ad Oa condotta per 1 colla parallela ad 
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he' condotta per 0) con ciascuno dei triangoli ug& , vie, si ricava 

1 : ly = 6' : gc' gd = lj/«6' 

1 : ly = 6, : te, le, = ly-6| ; 

egualmente, dalla similitudine dell* altro triangolo Olx con ciascuno dei triangoli 
Oa'u , On'i; si ha 

1 : Ix = a' : q!u n'n = ìx-a' 



quindi 



I : laj = 0| : a,v a^v = Ix-a, : 



e' = a'-la 4- V -ly 
e, = a,-laD + ^|- ly 



perciò avremo 



20= lac y = ly. 

Stimo inutile occuparmi dei casi particolari che potessero presentarsi. 

Firenze, Novembre 1876. 



ir^^>^^^^ .^>^-> 



)( 89 )( 



DETERMINANTI FORMATI DI ELEMENTI CON UN NUMERO QUALUNQUE 

D'INDICI 



P£K 



GIOVANNI GABBIERI 



Quantunque solo da pochi anni, pensando in particolare alla formazione dei cosi 
detti determinanti cubici, si fosse indotti a considerare elementi a tre quindi a più 
indici, pur tuttavia quest'idea, che parve si ritenesse del tutto nuova, si rinviene 
in Vandermonde, come giustamente osserva ilGùnther nello schizzo storico dei 
determinanti, che forma un pregevole capitolo del suo egregio Lehrbucli der De- 
tcrminanien — Thcorie (Erlangen , 1815) (*). E per verità in una sua nota (*•), 
accenna il Yan der monde dapprima alcune questioni di posizione di fili nelle reti 
e nei tessuti, ponendole in relazione al problema assai noto del salto del cavallo ne- 
gli scacchi già risoluto da Euler (•**). Se non che invece di mettere in evidenza 
la scacchiera , come fa Euler , ei riduce il processo ad una semplice operazione 
aritmetica eseguita sopra numeri, i quali non rappresentino mica quantità effettive, 
ma sibbene indichino 1* ordine onde gli elementi sono disposti. Egli poscia si propone 



(*) Questa opera del Dott. Gùnther, che per la varietà e pel numero delle ap- 
plicazioni recenti dei determinanti, merita si raccomandi all' attenzione dei giovani stu- 
diosi, ha^ rispetto a tutte le pubblicazioni analoghe , fra gli altri pregi questo di con- 
tenere nuovi capitoli di particolare interesse, quali un'esposizione giudiziosa e ben or- 
dinata della storia dei progressi della teoria, le proprietà dei determinanti cubici e quelle 
dei determinanti di frazioni continue, di che ebbe prima ad occuparsi nella (LDarslellung 
der Nàherungswerlhe von Ketlenhriichen in independenter Form, (Erlangen, 1873) , lavoro 
pel quale il Gùnther è da riguardarsi come il primo che abbia applicato nel modo più 
generale i determinanti alle frazioni continue. Colla guida del suo trattato, e con quella 
d'una pubblicazione più recente delloStudnicka(AugustinGauchy a/5 formaler De- 
grUnder der Delerminanlen Theorie, Prag, 1876), daremo fra poco un sunto storico relativo 
Ai determinanti, il quale serva pei nostri giovani italiani. 

(•*) Remarques zur les problèmes de siluation. Mém. de Tacad. royalc dea sciences, 
^71, p. 556. 

(***) Solution d'une question curieuse qui ne paroii soumise à aucune analyse, Mém. 
de Berlin, 1759, p. 310. 

TOL. XT. 12 



){ 90 )( 

di estendere allo spazio il problema prima risoluto per una scacchiera, disponendo, 
conforme analoga legge, un filo in un cubo o parallelepipedo. A tal fine divide una 
porzione di spazio con tre serie di piani paralleli a tre diverse direzioni, ed offeri- 
sce tosto la prima idea di elementi a tre indici stabilendo d' indicare generalmente 
con c^ un punto felemento) che appartiene al parallelepipedo ( cubo ) comune al- 
IVi™*» piano della 1* serie, al 6™^ della *2*, al t^^ della 3*. Cosi, dietro considerazioni 
assai semplici, forma 6i termini, che egli dispone nel modo seguente: 

*.• V 3/ 1/ \^ 1,* 2/ 3,* 

W 3.» 3,« n« \^ 1,* 2/ 3,* 

W 3,* 3,* 1/ 1,^ I,' V \^ 

1i' 2,» 2,* 4," 43* 4,* 3,* V 

IX Q2 ^4 1» 13 ti 01 f»3 
*4 **« «'S U • *t '3 *l **l 

11 9» Il II X2 14 Q4 2 
■4 *» *3 'i *1 *3 •'I *"! 

1« 9« 94 14 13 II QJ 9S 
M -^3 •! *l *3 ** »'4 ^4 

Il 92 94 14 13 il Ql 93 
M ^2 ^3 *4 *2 ^3 •'I ^1 

e che, ordinati convenientemente, potrebbero rappresentare i vari strati d'un deter- 
minante cubico del 4* grado; la disposizione consueta de* quali in un cubo si deie 
pure riscontrare nel Yandermonde stesso, là dove stabilisce un'indicazione pro- 
spettica del parallelepipedo (dado) corrispondente ad elementi a tre indici. 

Questi semi gittati dal Yandermonde rimasero alcun tempo sepolti, e nean- 
che più tardi pareva sì disponessero a germogliare, quantunque il De Gaspari s (•) 
nel settembre del 1861 ponesse con un suo scritto le basi d'una nuova teoria di 
determinanti a più indici, e Som off (**) implicitamente facesse intrawederne T im- 
portanza in quella parte della sua memoria ove mostra che le formolo esprimenti 
le velocità e le accelerazioni di P e 2** ordine possono servire a trovare tutte le 
grandezze che si riferiscono alla 1* e 2* curvatura d' una curva i cui punti sono de- 
terminati da un sistema di coordinate qualunque. 

Solamente nel 1868 si stabilisce con vantaggio una teoria intorno a queste forme 
speciali, poiché nel mentre che Armenante (***) e Padova (***•) prendevano ad 



(*) Sur le$ délerminanls dont Ics élémenls onl plusieurs indices par lean Blaise 
Grandpas (anagr.mma). 

(••) Mémoire sur le% accilérations de$ divers ordres St. Pétersbourg, 1864, p. 33. 
(•••) Sui delerminanli cubici, Questo Giornale Voi. VI. p. 175. 
(••*•) Sui determinanti cubici, ibid., p. 182. 
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esaminare ed applicare le proprietà dei determinanti a più indici e particolarmente 
a tre , Zehfuss (*) , affermando di esser già riuscito un dieci anni prima ad una 
certa estensione del concetto dei Determinanti , ne espone brevemente ma con 
molta esattezza alcune proprietà, e li pone in relazione a vari teoremi dell' algebra 
moderna (**), laddove il De Gasparis dimostra due nuovi teoremi sui determinanti 
a tre indici, e accenna ad un modo di formazione degli elementi d' un determinante 
ad un numero qualunque d'indici. 

Dopo tutto questo non riescirà inutile, credo, aggiungere ancora una esposizione 
delle precipue proprietà dei determinanti,, dove non sia fatta restrizione alcuna sul 
numero degl'indici negli elementi, e che, rispetto a quella dei determinanti ordi- 
nari , abbia il vantaggio d' esser più generale senza accrescere per molto le dilTi- 
coltà, e che si possa quindi sostituire profittevolmente nelle scuole alla comune trat- 
tazione dei determinanti a due indici ^***). 

I. 

Convenzioni. 

1. Immaginiamo scritte m volte le permutazioni dei numeri 1, ?, . . , n, dispo- 
nendole ogni volta in grupjd a parte. In ciascuno degli m gruppi si rinviene una 
stessa permutazione s, Sj . . s„, che scriveremo 

quando convenga di mettere in evidenza che essa appartiene al gruppo r«»«. 

2. Una permutazione, per quello stabilito da Cramer , ha un segno che di- 
pende dal numero delle sue inversioni o dalla claòse corrispondente. Colla prima 
lettera d'ogni permutazione indicheremo, semprechè non venga affermato diversa- 
mente, le inversioni o la classe: onde la permutazione considerata dianzi, provve- 
duta di segno, può esprimersi con 



(•) Ueber eine Erweiierung des Degriffes der Detenninanten, Frankfurt, 1868. 
(•*) Vedi p. e. a p. 6, deiropuscolo citato la maniera di formare un invariante si- 
multaneo dì più forme con un determinante costituito da elomenti a più indici. 

(*^) Rendiconto della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli, 

loglio 1868. 

(*••) Con ciò crediamo di provare quanto altrove affermammo (/ Determinanti con 
numerose applicasioni per G. Garbi e ri, Bologna, 1874, p. 39, Nota), potersi cioè esporre 
la teoria in modo ancora più generale di quello che trovasi nei trattati che corrono per 
le scuole. 
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dove s potrà ritenersi eguale ad uno o a due, od anche rappresentare la classe (1. 
2) cui la permutazione appartiene. 

3. Il sìmbolo 

*l *2 • • • *7 » 

ove i q indici z sono separatamente suscettibili dei valori 1, 2, . . . , n, può rap- 
presentare n' quantità , le quali , nei casi particolari di q eguale a 2 o a 3 , po- 
tranno esser disposte cosi da offrire le immagini di quadrato o cubo. 

4. Delle n^ quantità X ^ consideriamone n tali che tutti grindici ana- 

loghi a Zi sieno diversi fra loro, e cosi quelli analoghi rispettivamente a Zi,z^,...,z^: 
cioè poniamo che 1 primi indici analoghi a z^ formino una permutazione qualunque 
dei numeri 1 , 2 , . . . , n , e cosi per gli altri indici analoghi rispettivamente a 
Zf, z^, . . . , z^. In allora facendo q gruppi in ognuno de quali siano scritte tutte 
le premutazioni de' numeri 1, 2, . . . , n, potremo ritenere che la permutazione dei 
primi indici sia stata presa nel 1*^ gruppo, quella de' secondi nel 2® gruppo, e così via. 

5. II simbolo generale X,^ ,^ . . . ,^ ^j scaverà 

qiiando giovi di mettere in evidenza che 2, Zj . . . z^ sono indici che appartengono 
rispettivamente a permutazioni prese nel 1®, 2^, . . . , q°*® gruppo. 

Trascureremo spesso la lettera apportatrice d* indici, sicché il simbolo dato può 
sostituirsi con 

a 

(z, 3, . . . z,) con (Z,* Zi* . ■ . 2,*) 

II. 

Definizioni. 

6. Diremo primo termine o termine principale o termine modello , il prodotto 

(I) (a, 6. e, . . . p,) (a, 6ì e, . . . Pj) . . . (a^ 6« e, . . . pj 

dal quale si potranno riguardare dedotti gli altri termini, e in cui gli 7i fattori sod- 
disfano la condizione (4), vale a dire che le serie 

Oi a^ ^8 • • • ttn 

fti ftf 65 . . . 6» 

(D) e, e, e, ... c„ 



Pi Pi Pi • 



... 



. • 
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formate coi primi, secondi, terzi, . . . , q^ indici sono permutazioni dei numeri I, 

^, «),■••, fra 

7. Supponendo dapprima che q sia pari, chiameremo delerminanle della specie 
pari q avente (I) per termine modello, la somma (algebrica) di tutti i termini dif- 
ferenti che si possono dedurre dal principale ponendo in luogo delle q permutazioni 
(II) d'indici tutte le altre, e dando a ciascun termine così ottenuto il fattore (-1) 
elevato ad una potenza espressa dalla somma delle classi (o variazioni) delle q per- 
mutazioni d'indici del termine modello e di quello dedotto. 

8. Perchè la somma che costituisce il determinante deve avere termini differenti 
bisogna escludere quelli dove le permutazioni dei vari gruppi d'indici potrebbero 
equivalere a semplici scambi di fattori in ogni termine. Cosi il termine 

(f/, 6, r, . . . pa) {a, 6, c^ . . . Pi) . . . (a,, 6„ . . . p„) 

che differisce da (I) per l'ordine dei fattori non può entrare di nuovo, secondo la 
definizione, a far parte del determinante. Ora poiché uno stesso termine può de- 
dursi dal principale in 1 • 2 • 3 • • -n maniere diverse , converrà che in ogni caso 
il segno sia sempre il medesimo , affinchè la definizione data (7) per un determi- 
nante di specie pari sia accettabile. Giova quindi il seguente 

Teorema. Se dal termine principale d'un determinante di specie pari si deducono 
due termini che differiscono fra loro per Y ordine degU elementi, i segni di essi ter- 
mini sono identici. 

Dimostrazione. Sia (a, 6, . . . p,) («, ft^ . . . Pg) . . . (a„ ''»••• Pn) il primo ter- 
mine d'un determinante di specie pari g, e (a, Pi...tI|) (a, p2...T^2)-.(*r Pr-'O**- 
(a, P,...ir,)...(an Pn-"^*) un termine dedotto dal primo nel modo esposto, e il cui se- 
gno, secondo la definizione (1), è dato da (—1) innalzato all'esponente 

o-f6 + . . . + p + a + p + . . .+TC 

dove a, 6. ... p, a, p, ... K hanno i significati dichiarati in (1). Si può dedurre dal 
principale questo stesso termine, ma coi fattori r™® ed 8^^ scambiati, e in tal caso 
il segno di 

(a, p, . . . IT,) (a, ?j . . ; itt) . . . (a, P, ... i^,) ... («r ?r ••• ^^r) •••(«« P« •• • ^ii) 

viene definito , in virtù di quanto si sa intorno alla classe delle permutazioni , da 
(-1) innalzato ali* esponente 

a + 6 + ...4-p + ft-i-p + ... + TC4-g, 

che si riduce all'altro perchè q è supposto pari. Di qui il teorema enunciato per 
un numero qualunque di scambi di elementi nello stesso termine. 

9. Corollario. In qualunque modo un termine d'un determinante di specie pari 
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venga dedotto dal primo , prende sempre lo stesso segno , onde si possono anche 
invertire i fattori di ciascun termine in guisa che gl'indici d'un certo gruppo, p. e. 
deirr"*°, si succedano nello stesso ordine degli r™» indici del termine modello. 

10. La definizione data pei determinanti di specie pari non può estendersi a 
quelli di specie impari , poiché cosi un termine qualunque , secondo il modo con 
cui si deduce dal primo, riceve a piacimento il segno positivo o negativo. 3Ia la de- 
finizione seguente a cui, in virtù dell' osservazione fatta dianzi (9), si riduce quella 
dei determinanti di specie pari , stabilisce un solo e determinato valore anche per 
quelli di specie impari. 

11. Chiameremo dc(erminan(e di specie q (dove ora q è pari od impari) avente 
(I) per termine modello, la somma (algebrica) di tutti i termini che da esso si de- 
ducono tenendo fissi gC indici d'un certo gruppo e permutando gì' indici dei rima- 
nenti (7-1) gruppi, dando a ciascun termine cosi ottenuto il fattore (—1) elevato ad 
una potenza espressa dalla somma delle classi (o variazioni) delle (q-l) permuta- 
zioni degl'indici variabili del termine principale e di quello dedotto. 

12. Il determinante di n*' quantità è di grado od ordine n rispetto a tutti gli 
elementi, ma lineare riguardo ad ognuno dì essi. Giova dunque distinguere nei de- 
teminanti il grado od ordine dalla specie {Rang dei Tedeschi) di essi; l'uno indica 
il numero degli elementi che compongono ciascun termine, l'altra esprime invece il 
numero d'indici d'ogni elemento. 

13. I determinanti di specie pari non mutano qualunque sia il gruppo d'indici 
che si considera fisso (9) : la qual cosa , nel caso dei determinanti quadratici od 
ordinari scritti per orizzontali e verticali , significa potersi scambiare le une colle 
altre e viceversa. 

14. Dalla definizione data s'inferisce che un determinante di specie q contiene 
(1 . 2 • 3 • • • n)^'* termini, di cui una metà è positiva e 1' altra negativa. 

Quindi il determinante che ha (I) per termine principale può rappresentarsi 
convenientemente con 

2^ ± («1 6| • • • '"h • • • Vt) 0^4 ^2 • • • '^2 • • • Pi) • • • (^ji ''n • • • ''*A •••?«) 
dove è messo in evidenza il solo termine principale da cui si deducono gli altri, e 

dove gl'indici m, m, . . . m^ segnati sopra da un punto esprimono quelli che ap- 
partengono al gruppo fisso (*), e la sommatoria va estesa a (I • 2 • 3 • • • n)'~' ter- 
mini che si ricavano dal primo nel modo indicato. 

Si potrebbe anche esprimere un determinante di specie q , analogamente alla 
notazione di Vandermonde pei determinanti ordinari, scrivendo in successive oriz- 



(•) La necessità di stabilire prima nei determinanti di specie impari il gruppo de- 
gV indici che si vuol riguardar fisso (che forse non fu sufficientemente avvertita dai primi 
che scrissero dei determinanti cubici) venne resa manifesta dallo Zehfuss, il quale nel 
l'opuscolo ricordato propone di distinguerli con cifre romane. 
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zontali le serie rispettive degl* indici di ciascun gruppo. Cosi il nostro determinante 
potrebbe rappresentarsi con 



Oi 



a, 



h, h, 



• • • 



• • • 



a 



n 



'n 



r 



r 



• • • 



• • • 



r». 



Vi 



dove si è posta la lettera r invece del punto per mostrare esplicitamente clic gli 
indici fissi appartengono ad un gruppo determinato r. 

15. É anche manifesto dalla definizione che un determinante di specie (/ e di 
grado ?i, equivale alla somma di (1-2-3 . . . ny^"^ determinanti di specie r e dello 
stesso grado n. 

16. Chiameremo slralo r™<> del gruppo s«»*> V insieme degli n^"* elementi in cia- 
scun de* quali Ts™® indice è sempre r. Dovremo ritenere che gli strati appartenenti 
a gruppi diversi siano di natura diversa, o, estendendo il concetto di spazio, abbiano 
in certa guisa direzioni differenti; e riguarderemo -in allora gli strati d' uno stesso 
gruppo come di eguale essenza o di identiche direzioni od anche paralleli fra loro. 
Ciò si rende esplicito nei determinanti cubici rappresentati geometricamente da un 
cubo, dove si offeriscono tre sistemi di piani (strati) che determinano tre direzioni 
diverse dette linea^ colonna e normale. 



III. 

Proprietà. 

18. Teorema. Se il primo termine d'un, determinante è un termine qualunque 
d*un altro determinante , Tuno è eguale all'altro preso col segno (-1) elevato ad 
un esponente dato dalla somma delle classi (o variazioni) delle permutazioni d'indici 
dei gruppi variabili nei termini principali dei due determinanti. 

Dimostrazione. Siano 

• • 

A = 2 + (a, 64 . . . ?»i, . . . Pi) . . . (a„ 6,4 . . . w^j. . ^ p,i) 

Mz=l±{a\ b\. .. m^ . . . p') • • • («'n 6'« • • • ^^^n • • • P'«) 

due determinanti tali che il primo termine dell'uno sia in valore assoluto un ter- 
mine dell' altro. 
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Ogni prodotto 



• • • 

in cui le serie rispettive dei primi, secondi , ecc. indici sono permutazioni dei nu- 
meri 1,2,...,!?, prese con segni opportuni appartiene ad A e ad A'. Se dunque, 
tenute ferme le solite notazioni (2), si pone 

si ha, in virtù della stessa definizione (11), 

A = (-1/ 2; (-l)P (a, p, . . . m,. . . TC,) . . . (a^ p^ . . . m„ . . . i:J , 

A'=(-ir2(-l)P (a, p, . . . m,. . . ir,) . . . («n P,i . . . w^ . . . O» 

e di qui, mediante divisione, il teorema enunciato. 

19. Corollario. Se i primi termini di A e di A' differiscono solo per lo scam- 
bio recìproco di due indici d*uno stesso gruppo variabile, si ha (18): . 

Un determinante cambia di segno scambiando due strati di uno stesso gruppo 
variabile . 

20. Teorema. Scambiando fra loro due strati del gruppo fisso, il determinante 
cambia o no di segno secondo che è di specie pari od impari. 

DlMOSTBAZIONK. SiaUO 

A = 2 i (a, ft|...T?i,...p,)...(ay 6p...?7i,....p,.)...(a, 5,...m,...p,)...(a,| ^^if-^Wn-Pn^ 

• • • ». 

A'^ 2 4- (fli 6|...m,...p,)...(ay 6^...m,...p^)...(a, b^.-.m^.. iJ,)...(a^ 6n...m^...j)») 

due determinanti di specie q tali che il primo termine dell* una si ottenga da quello 
dcir altro col sempUce scambio degl* indici m^, m, del gruppo fisso. 
Ora un termine qualunque 

• . • • % 

(«1 ^1 ... m, ...ic,) . . . (a^ P^ ... m^ ... ic^) . . . (a, P|...r?i,....ir,) . ..(«n P««--wi,|... i^«} 

appartenente ad A', ha il segno (—1) innalzato ali* esponente 

a + 6 + ...+p + a + p+ .-f-nrrp; 
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e scritto sotto la fonna 

• • • • 

(a, ^1 . . . m| • . . iC|) . . . («1 ^, . . . m,. . . . TE,) . . . (a,. Pyi • . . f7?f . . . 11^) . . . (a„ P» • . . Wu • ••iCn)^ 

compare evidentemente in A, ma col segno (-t)^"*"^""*. 
Dunque 

A' = (-l)^-« A , 

ed il teorema rimane cosi dimostrato. 

21. Questo teorema insieme all'altro mostra che un determinante di specie pari 
cambia sempre segno per ogni mutuo scambio di due strati di uno stesso gruppo, 
senza che venga richiesto che il medesimo sia fisso o variabile , come dev* essere, 
poiché nei determinanti di specie pari tutti i gruppi d'indici si comportano nella 
stessa maniera ed uno qualunque può assumersi fisso (13). Ond*è che i determi- 
nanti ordinari cambiano segno per ogni mutuo scambio di due orizzontali o ver- 
ticali. 

22. CoBOLLÀBio. I determinanti di specie pari hanno il valore zero quando due 
strati d*uno stesso gruppo fisso o variabile sono identici ; la qual cosa pei deter- 
minanti ordinari significa che son nulli identicamente quando sono eguali due oriz- 
zontali due verticali. Invece perchè i determinanti di specie impari possano spa- 
rire, devono i due strati identici appartenere ad un gruppo variabile.^ 

23. Ogni termine d' un determinante contiene un elemento e sol uno d'un certo 
strato; quindi moltiplicando questo strato per una quantità essa apparirà come fat- 
tore in ciascun termine del determinante, onde : 

a Per moltiplicare un determinante per una quantità si può moltipUcare per la 
medesima gli elementi di uno stesso strato, e reciprocamente ». 

24. Se invece gli elementi d'uno stesso strato sono polinomi dì m termini, ogni 
parte del determinante di grado n si compone di n — 1 fattori semplici e di un fat- 
tore eguale ad uno degli elementi polinomi : quindi , eseguendo la moltiplicazione 
in ogni singolo termine, si ha : 

c( Se gli elementi d*uno strato sono polinomi di m termini, il determinante è 
eguale alla somma di m determinanti della stessa specie del dato, e che si possono 
da esso dedurre prendendo un tal termine in ciascun elemento dello strato com- 
plesso per formare' cosi uno strato semplice, e conservando poi gli altri strati » . 

Di qui la maniera di sommare più determinanti che hanno ordinatamente iden- 
tici gU strati d'uno stesso gruppo meno uno di essi strati. 

25. Applicando successivamente questo processo, viene : 

« Se gli elementi degli strati r^, r^, ^ • > r^ paralleli o no, sono rispettivamente 
polinomi di S| , $2, . . . Sj termini, il determinante può essere espresso colla somma 
dÌ5,S2--3j determinanti della stessa specie e dello stesso grado del dato, ma ad 
elementi monomi. 

26. Teorema. Un determinante di specie pari non muta valore se agli elementi 
TOL* xy. 13 
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di uno strato si aggiungono gli elementi corrispondenti di altri strati paniHeU ad 
esso ; avviene altrettanto per un determinante di specie impari purché gli strati non 
appartengano al gruppo fisso d* indici : gli strati che si aggiungono possono anche 
ritenersi moltiplicati prima per quantità qualunque. 

DiMosTKÀZioNE. Suppouiamo che allo strato P^ di un certo gruppo s d' un de- 
terminante dato si aggiungano gli strati V| , v^ , • . . , v^ dello stesso gruppo $ ri- 
spettivamente moltiplicati per fc, , jb^ , . . . , fc^-. Il nuovo determinante cosi ottenuto 
ha uno strato complesso , e può quindi decomporsi in una somma di i -h 1 deter- 
minati ad elementi monomi (-24). Si può fare in guisa che lo strato V^ del gruppo 
s sia per uno di questi determinanti identico allo strato (^ del primitivo , € per 
ciascuno degli altri invece riesca identico agU strati rispettivi u, , t?j , . . . , v, mol- 
tiplicati per ft, , /cj , . . . , fc». Ma questi ultimi i determinanti sono sempre nulli se 
di specie pari , o se , essendo di specie impari , gli strati v non appartengone al 
gruppo fisso (22). Di qui il teorema enunciato. 

IV. 

Sviluppo per via ricorrente. 

21. Un termine che contiene un certo elemento d'un determinante . non può 
averne altri appartenenti ai q strati non paralleli che servono a definire quell'ele- 
mento. Dunque se nel determinante vogliamo raccogliere un certo elemento {v^v^-'.v^), 
il moltiplicatore di questo sarà un polinomio di grado ?i - 1 rispetto agli elementi 
che non appartengono agli strati v,,v^j..,yVg del r, 2®,...,q"'° gruppo. In altri ter- 
mini se l'elemento (i'iri,...,v^) appartiene allo strato v, del gruppo s, il suo coef- 
ficiente non dipende dagli elementi di questo strato, e si potrà quindi ottenere cer- 
cando il valore d\un determinante che ha nulli tutti gli elementi meno uno di un 
certo strato. 

28. Teoueha. Se in un determinante di specie qualunque sono nulli tutti gli ele- 
menti meno uno di uno stesso strato , il determinante dato è il prodotto dell* ele- 
mento non nullo per un determinante della stessa specie ma di ordine minore. 

DjHosTaAzioNE. Sia 

A = 2 ± (11...1...1) (t2...^...2)...(nn...n...n) 

il determinante dato di specie q di cui si ritengono fi^si gFindioi del po gruppo. Sup- 
poniamo che degli n^~^ elementi che costituiscono lo strato v, del gruppo s il solo 
differente da zero sia 

(V, Vi . . . v^ . . . Vg). 

Considerando ora A sotto la forma 

• • • 

l±(v^Vf...v^...^f) (llr*.l...l)..r(nn^..n...n), 
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dove è stato messo ài primo posto il v/^ elemento del termine prineipale di A, 
e ponendo 

otterremo, in virtù del teorema n.^ 18, avendo presenti le notazioni fatte, 

A = (-!)• "^^'^ I ± (v, v^...v^...v^) (i...l)...(n...7i) , 

e la serie dei prim* indici nel termine principale si può dedurre da 1, ?,..., n tra- 
sportando t7| al 1^ posto, e cosi per la serie dei second* indici trasportando invece 
al 1® posto i?2 ecc. 

Ma per T ipotesi fatta sugli elementi che si ritengono nulli, nello sviluppo di A 
riguardato sotto quesf ultima forma, si devono prendere in considerazione solo quei 
teripini le cui permutazioni d'indici variabili cominciano in ogni singolo gruppo ri- 
spettivamente con v,, Vj,..., Vf.i, Vf+i ,..., Vy. Onde appare manifesto che il fattore 

(t?4, V2 ,..., V|,...,rj) entra in ogni termine di A, e quindi viene 

A = (-l)^'"*"'''^(v,Vj, . .^^±(11 ...)••. (wn. . .n) , 

e il determinante nel 2® membro, che si può ottenere da A trascurando gli strati 
1?, , Vj , . . . v^ appartenenti al 1" , 2** , , . . q® gruppo, è evidentemente deir ordine 
n-1. 

29. Questo determinante preso col segno (-1)^ ^^^^ verrà espresso con a^ ^ ^ 

ogni qualvolta s'intenda che nel termine primitivo (^iVa-.v^) la lettera soppressa 
apportatrice d'indici sia a, lettera latina corrispondente ad a. La quantità a. ,, 

si dice complemenlo algebrico od elemento aggiunto reciproco dell' elemento pri- 
mitivo 

30. L'elemento reciproco ad un dato è quindi il determinante che si ottiene 
dal primitivo sopprimendo gli strati che hanno in comune l'elemento considerato , 
preso quel determinante col segno (- 1) innalzato ad un esponente che è la somma 
degl'indici dell* elemento aumentato del prodotto dell'indice fisso per la specie del 
determinante. 

31. Giova enunciare ora il teorema n^ 28 cosi: 

Il determinante che ha tutti gli elementi di uno stesso strato nulli, salvo uno, 
è eguale al prodotto di questo elemento non nullo pel suo complemento algebrico. 

32. CoEOLLABio. Un determinante qualunque può sempre mettersi sotto forma 
d'un determinante d'ordine più elevato. Basterà perciò aggiungere lo stesso nu- 
mero di strati in ciascun gruppo e stabilire ohe gli elementi dei nuovi strati siano 
nulli salvo quelli appartenenti al termine principale che si devono prendere eguali 
all'unità. 
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33. Tutto questo unito a quanto fu detto nel n^ 27, dimostra che : 

Un determinante di specie 9 e di grado n è eguale alla somma dei prodotti 
degli n^'* elementi di uno strato pei rispettivi complementi algebrici. 

34. Cobollàkio. In un determinante di specie pari q è nulla la somma dei pro- 
dotti degli n'"* elementi di uno strato pei complementi algebrici degli elementi cor- 
rispondenti ad un altro strato parallelo. Avviene altrettanto nei determinanti di 
specie impari quando gli strati paralleli che si considerano, appartengono ad un 
gruppo variabile. Ciò si rende manifesto osservando che in tal caso questi svi- 
luppi si possono ritenere come appartenenti a determinanti che hanno strati paral- 
leli identici. 

35. Se ora 

è un determinante di specie g e di grado n , quel che precede significa che Y e- 
spressione 

£ -fa a , 

-*- r, V|...v,_| uvj...r^ t?|V2..,v,_, u v,..,w^ , 

dove la sommatoria va estesa a tutti i termini che si ottengono dal generale la- 
sciando fissi u ed u' e ponendo per le 1; tutte le disposizioni ripetute della classe 
g - 1 di 1, 2, . . . , n , ha per valore A quando w = u' ; è zero in caso contrario 
quando q sia pari, ovvero, essendo q dispari, quando il gruppo degF indici fissi non 
sia Ts™*». 

36. Le proprietà espresse nei n^ 23 , 24 , 2S , riescono ora spontanee della 
formola 

A = Sa ,. a 

31. Se gli elementi di A si considerano fra loro indipendenti, la formola che 
precede , derivata parzialmente dà per la determinazione di un elemento aggiunto 
ad un dato 

dA 

come fu già osservato da Jacobi pei determinanti ordinarli. 

Reggio Emilia, Novembre 1876. 
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§ 3. Sul moto eferoidico e rotoidioo 

La considerazione dei moti sferoidico e rotoidico , rappresentati dai simboli 
Ql"!!) (H""fl), conduce naturalmente al problema di determinare a quali condizioni 

lA lA 

debban soddisfare due superficie rigate H, Hj, perchè possano rotolare una sulValtra. 

A un istante dato sia (a, , a^) la generatrice di contatto di H| E^: con una ro- 
to 
tazione intomo a (a, , a^) la generatrice ^2 di H2 infinitamente vicina a oij deve yq- 

nire a coincidere colla generatrice ^, di H4 infinitamente vicina a a^. Perchè ciò 
possa accadere bisogna che sien soddisfatte due condizioni, cioè 1® Tangolo (aj ^2) 
deve essere eguale ali* angolo (a, ^^) , ossia , . chiamando in generale da Y angolo 
compreso fra due generatrici infinitamente vicine, d a, = d o, ^^ I^ minima distanza 
de, fra a, e ^2 ^^^^ essere eguale alla minima distanza de, fra a, e ^i. 

Le rette, su cui si misurano le minime distanze de, de^ , cioè le perpendicolari 
comuni ad a, ^, , oc, ^2 devono necessariamente venire a coincidere dopo la rota- 
zione. I piedi di queste perpendicolari su ^, ^2 sono i punti centrali delle gene- 
ratrici, cioè i punti, in cui esse incontrano le linee di gola rispettive: i punti cen- 
trali di Pi 02 ^^^ngon dunque a coincidere , e poiché il medesimo ha luogo per i 
punti centrali di due generatrici seguenti y, Y2 > resulta che quando Yj ^ venuto in 
Y, ruotando intorno a (p, P2)* due elementi delle linee di gola son venuti a sovrap- 
porsi; siccome poi il moto è di rotolamento, si potrà dire: 

Quando H, rotola su H„ la linea di gola di E^ rotola suUa linea d% gola 

di 9,. 

^\ 

Poiché un elemento della linea di gola di H2 viene a sovrapporsi a un elemento 

della linea di gola di H,, ruotando intomo alla generatrice p, p2» ^ chiaro che que- 
sti due elementi devono fare uno stesso angolo con questa generatrice, ossia: 
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£e linee dì gola tagliano le generatrici corrispondenti sotto angoli eguali. 

de 
Chasles chiama il rapporto v- Parametro di una generatrice. Si può quindi 

dire : 

Perché due superficie rigale possan rotolare Vuna sulVaitra é necessario che 
due generatrici corrispondenti abbian parametri eguali. 

In particolare: 

Se la linea di gola di H| taglia le generatrici sotto un angolo costante f , la 

linea di gola di H| deve tagliare le generatrici sotto un angolo costante ed 
eguale a f . 

P. es. una delle condiziòm perchè due elicoidi rigati possano rotolare uno sul- 
r altro è che 1* angolo delle generatrici colla elica di gola sia lo stesso nei due e- 
licoidi. 

Per le superficie sviluppabili abbiamo: 

Quando una superficie sviluppabile H^ rotola su un'altra superficie sviluppa- 
bile H|, la linea di regresso di H^ rotola sulla linea di regresso di E^. 

E siccome l'angolo da in questo caso non è altro che Tangolo di contingenza 
della linea di regresso: 

Perchè due superficie sviluppabili possan rotolare Vuna sulVallra, è necessario 
e sufficiente che le linee di regresso abbiano egual curvatura nei punii corrispon- 
denti. 

anche, siccome la linea di regresso non cangia la sua curvatura sviluppando 
la superficie su un piano: 

Perchè due superficie sviluppabili possan rotolare V una sulValtra^ è neces- 
sario e sufficiente che sviluppando lo due superficie su un piano, le due linee di 
regresso abbiano trasformale congruenti. 

Evidentemente: 

Se la linea di regresso di H, è a curvatura costante, anche la linea di re^ 

gresso di H, dev'essere a curvatura costante. 

Un cono non può rotolare che su un cono, e un cilindro non può rotolare 
che su un cilindro^ includendo come forma limite il piano. 

Vna superficie sviluppabile H non può rotolare su una superbe gobba II 
e reciprocamente. 

Sono pure evidenti i seguenti Teoremi : 

Nel molo sferoidico e rotoidico i piani normali aite traiettorie dei punti del 
sistema mobile corrispondenti a una data posizione del sistema si tagliano tulli 
in una stessa retta. 

Nel molo sferoidico i piani normali successivi di una stessa traiettoria son 
tangenti a una slessa curva ^ che è la linea di regresso delVAssoide fisso. 

Nel moto sferoidico le superbie polari {imiluppo dei pian» normali) di (WM 



k tredeUorie si iof^iano tutte secondo usm séesm turva {linea di regresso del- 
VAssoide fisso). 

Perchè due curve tracciale su due superficie gobbe in rotolamento relatiuo 
rotolino Vuna sulV altra, è necessario e sufficieme che le porzioni delle generatrici 
corrispondenti inlercetlale fra quelle linee e le linee di gola rispettive sieno eguali. 

Perchè due curve tracciate su due superficie sviluppabili in rotoLamenlo re- 
lalivo rotolino Vuna sulValùra^ è necessario e sufficiente che abbiano trasformate 
congruenti. 

Si potrebbe domandare se è possibile ottenere un moto relativo sferoidìco o 
rotoidico, facendo ruotare intorno ad assi fissi due superficie rigate. Ora è noto che 
due rotazioni di velocità angolari io (x>' intorno a due assi a ^ sono equivalenti a un 
moto elicoidale intomo a un certo asse y, e che la velocità parallela a quest'asse 

è data dalla formula v = sen (a^) ove et indica la minima distanza fra a ^ e A 

la velocità angolare risultante. Perchè si abbia rotolamento relativo, se co co' son di- 
versi da 0, bisogna che sia o a (a^) = o d = : la prima soluzione corrisponde al 
rotolamento cilindrico» la seconda al rotolamento conico. 

§ 4. Coppie di superficie combacianti 

Ora possiamo passare a ricercare quante e quali sieno le coppie di superficie 
combacianti, rappresentate dal simbolo (P^^F"). Supponiamo per fissare le idee 
che la superficie cava F, sfa fissa , e la superficie piena Fi mobile : i punti delle 
due superficie si corrisponderanno due a due , e a un certo istante i punti ai b, 
e,. . . di F| coincideranno con i punti a^b^ Cj. . . di F,. Imprimiamo a F, un moto 
elementare, che sarà in generale un moto elicoidale intorno a un certo asse a: per 
la definizione stessa di coppie combacianti, alla fine di questo movimento F| dovrà 
ancora coincidere con Fj. Il punto a, di F^; che coincideva con il punto a^ di F2, ha 
abbandonato questo punto, e descrivendo T elemento di un* elica è andato a coinci- 
dere con un altro punto b^ di F,: il punto b, che coincideva prima con b^ è andato 
in un altro punto C2 descrivendo pure r elemento di un'elica: analogamente il punto 
C| di F| è arrivato nel punto d^ di F, e cosi di seguito. Gli archetti a^&ty&aCaiCa^f*' 
sono elementi consecutivi di una stessa elica , perchè hanno tutti lo stesso asse a, 
la stessa distanza da quest'asse, e passo eguale: quindi sulla superficie F, si può 
a partire da un punto qualunque a^ tracciare un' elica, che ha per asse l'asse a, 
F2 è il luògo delle eliche tracciate intomo un asse a con passo costante, cioè è un 
£(tcotdc S: la superficie Ff che è la controforma diF^, sarà pure un Elicoide. 

Siccome un elicoide non può avere che un solo asse, si vede che a F| non po- 
tremo più imprimere movimenti intomo a un asse differente da a: il moto di F^ 
sarà un moto di roteazione, in cui Tasse rimane sempre lo stesso, quel moto cioè 
che abbiamo chiamato Jlfo^a cilindrico. Il rapporto fra la i^elocità parallela all'as- 
se a e la velocità angolare di rotazione intorno all' asse determina il passo delle 
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eliche descritte: questo rapporto dovrà dunque mantenersi costante a meno che la 
superficie elicoidale F, sia tale che su di essa possan tracciarsi sistemi di eliche, 
che abbian lo stesso asse , ma passi differenti. Questo può aver luogo soltanto 
quando T elicoide degenera in un cilindro circolare: come caso più generale delia 
coppia di elicoidi (S^"^ S") abbiamo allora la coppia di cilindri circolari (C^"^ C) 
corrispondente al moto cilindrico. 

Se si ripete questo stesso ragionamento per i movimenti di rotazione e di tra- 
slazione, si trova che per il primo la superficie F, deve essere il luogo delle cir- 
conferenze situate in piani perpendicolari all'asse di rotazione a e con i loro cen- 
tri situati su quest'asse , e per il secondo il luogo delle rette parallele alla dire- 
zione della traslazione. Per la rotazione la coppia combaciante ò dunque una cop- 
pia di superficie di rivoluzione o rotoidi (R^"^ R~), e per la traslazione una coppia 

di cilindri a base qualunque (C="^ C"): come casi particolari della prima coppia ab- 
biamo la coppia di cilindri circolari (C^^ C") , quella di sfere (6^"*" 6") e quella 
di' piani (E^E): come casi particolari della seconda, ancora la coppia di piani (E^E) 
e di cilindri circolari (C^'^'C"), più quella di prismi (P^"*"?"). 

Il moto piano 6,* e il moto sferico G, conducono subito per la loro stessa 

definizione alle coppie combacianti corrispondenti , cioè alla coppia di piani e a 
quella di sfere (E.^ E) e (G^"*" 6") : il piano è infatti il solo rotoide che ammetta 
più assi paralleU, e la sfera il solo rotoide che ammetta più assi concorrenti. 

Al moto di traslazione curviUnea (meno il caso che le direzioni delle trasla- 
zioni successive sieno tutte nel medesimo piano, caso che può considerarsi incluso 
in Gi"^), al moto sferoidico, a quello rotoidico e al moto generale di roteazione non 

corrispondono coppie combacianti. 

Riassumendo abbiamo dunque le coppie combacianti seguenti: 



Moto di traslazione rettilinea 


Coppia di cilindri a 


.base 


qualunque (C "^^ C') 


» di rotazione 


Coppia di rotoidi 






(R«-"R-) 


» piano 


Coppia di piani 






(E. E) 


» sferico 


Coppia di sfere 






(6^^ G-) 


» cilindrico 


Coppia di cilindri circolari 


(C^^ C-) 


u elicoidale 


Coppia di elicoidi 






(S.^ S-) 



Possiamo osservare che soltanto quando il sistema mobile ammette punti fissi 
a distanza finita, si hanno superficie combacianti chiuse (rotazione , moto sferico- 
rotoidi, sfere). Se non si vuole imporre nessuna Umitazione al moto relativo di due 
sistemi, di cui ognuno sia unito rigidamente a una delle superficie formanti la cop- 
pia, bisogna che ciascuno di questi sistemi sia tulio da una slessa parte della su- 
perficie, a cui è fissato. 



)( 105 )( 
Alcune coppie corrispondono a più di una classe di movimento : cosi 

corrisponde al come caso particolare di 



in «n 



Coppia di cilindri circolari (C^"*" C") Moto di traslazione — (0="^ C~) 

» I Moto di rotazione - (B^"*" R") 

» ( Moto cilindrico - — 

•A «A 

Coppia di piani (E^ E) / Moto di traslazione — (C^"^ C"") 

» I Moto di rotazione - (R="*^ B~) 

M [ Moto piano — — 

Coppia di sfere (G^,"*" 6') l Moto di rotazione - (R='*'R'') 

» f Moto sferico - — 

Una di queste coppie non basta quindi da sé sola ad assicurare una data specie 
di movimento , ma bisogna combinarla opportunamente ad altre coppie , o della 
stessa specie, o di specie differente. 

Ciò nonostante in Meccanica pratica si preferisce quasi sempre di adoprar la 
coppia (C^^ C") , sia per il movimento di traslazione che per quello di rotazione, 

mvece delle coppie generali (C^"*" C") (R^"^ R"), per la grande facilità con cui si la- 
vorano al tornio superficie cilindriche: quando si applica la coppia dì cilindri circo- 
lari al movimento di traslazione, si combinano per lo più due di taU coppie ad assi 
paralleli, e che hanno i loro elementi mobili uniti rigidamente insieme, il che im- 
pedisce ogni moto intorno air uno o all'altro di questi assi; per assicurare invece 
il moto di rotazione si può combinare la coppia di cilindri con due coppie di piani 
perpendicolari alFasse del cilindro, le quali escludono ogni movimento nel senso del- 
l' asse ; queste coppie di piani sono approssimativamente rappresentate dalle facce 
dei sopporti, e dai raccordi e viere degli alberi, che si appoggiano contro ì sop- 
porti stessi. 

Tutte le coppie di superficie combacianti son di uso molto esteso in Mecca- 
nica pratica: coppie di cilindri nei due diversi modi di appUcazione si riscontrano 
nel pernio e cuscinetto, nel cilindro e stantuffo, etc. ; le articolazioni sferiche, che 
sì trovano in molti strumenti geodetici e fisici, e nelle locomotive destinate a pas- 
sare per curve di piccolo raggio, son coppie dì sfere ; la coppia di piani sì può 
riconoscere, oltre che nei raccordi degli alberi, di cui si è già fatta parola, anche 
negli orli di un bottone guidato in una scanalatura, i quali si appoggiano contro 
le facce piane del pezzo, in cui è praticata la scanalatura stessa; la vite a verme 
triangolare o quadrato o rotondo o trapezoide forma colla sua chiocciola (o dado) 
nna coppia di elicoidi. Notiamo che mentre nella coppia di cilindri o rotoidi il moto, 
che si imprime alFelemento mobile, è quello stesso, a cui corrisponde la coppia, cioè 
di traslazione o di rotazione, all' elemento mobile della coppia di elicoidi non . s' im- 

YOIi. XY. 14 
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prime invece direttamente il moto elicoidale, ma per lo più un moto rettiliBeo o 
circolare: la coppia di elicoidi serve quindi maggiormente a trasformare il moto che 
ad assicurare un moto speciale, ed è allora combinata ad altre coppie, per lo più a 
una coppia di rotoidi (cilindri) e una di cilindri non circolari (prismi). -Osserviamo 
finalmente che nelle coppie di rotoidi e elicoidi, perchè il moto risulti perfettamente 
assicurato, è necessario o che il profilo generatore sia chiuso, o che i punti estremi 
della porzione utile di questo profilo non coincidano precisamente con i punti, la 
cui distanza dalFasse è massima o minima: p. es. due coni circolari retti aperti 
nelle basì non basterebbero ad assicurare il moto di rotazione, perchè si può se- 
parare l'elemento mobile da quello fisso, imprimendogli un movimento nella dire- 
zione del suo asse. 

§ S. Coppie di ourve combaoianti. 

Le linee, che danno luogo alla coppia combaci ante (L ^ L) devono esser di tal 
natura che due porzioni qualunque di esse , purché di egual lunghezza , sien con* 
gruenti. Be immaginiamo una tal linea come traiettoria di un punto mobile, resulta 
da ciò che gli elementi, che determinano questo moto, devono rimanere costanti per 
tutta la durata del moto stesso : questo moto dunque dovrà essere : 

Moto di traslazione rettilinea - o Moto di rotazione - o Moto elicoidale , 
a cui corrispondon come traiettorie: 

Retta D — Circonferenza C - Elica U. 

Le coppie di curve combaoianti son dunque tre 

Coppia di rette (D«D) 

Coppia di circonferenze (C^ C) 
Coppia di ehche (U^ U) 

Al medesimo risultato si può arrivare per mezzo di oonsiderasioni puramente 

geometriche. Immaginiamo una curva A costituita dei suoi elementi rettilinei, situati 
due a due nei piani osculatori respettivi: se A può formare una coppia combaciante, 
un arco scelto a piacere su di essa deve potersi sovrapporre esattamente a un ahro 
arco qualunque deHa stessa lunghezza, dal che si deduce che la curvatura e la tor- 
sione in ogni punto devono esser costanti. Per un punto qualunque conduciamo 
delle rette ON ON' ON".. parallele alle tangenti MT M'T' M"T"... della curva A, 
e tagUamo il cono cosi formato con una sfera di raggio 1 e col centro in , con 
il che si viene ad ottenere una curva di intersezione B, che prende il nome di hi- 
dicatrice sferica della curva A. I piani ONN' ON'N".. son paralleli ai piani oscula- 
tori della curva A, e sono anche piani dei circoli massimi della sfera tangenti a B 
lungo NN' NTi"*.. : dividendo T elemento NN' per Y angolo di due piam successivi 
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Oyy ON'N" si ha cosi da una parte la curvatura geodetica della curva B, e dall'ai* 
tra il rapporto fra la curvatura e la torsione della curva A; e siccome per defini- 
zione tanto torsione che curvatura sono costanti, resulta che la curvatura geodetica 
della B dev* esser pure costante , cioè che B è un circolo minore della sfera. Se 
uniamo il centro C di questo circolo al centro della sfera, la retta OC fa con le 
rette ON ON' OX".. angoli eguali, ossia conducendo per M M' M".. rette parallele 
a OC, le tangenti MT MT M"T".. son tutte egualmente inclinate su queste rette : 
la curva A è dunque una linea, che taglia sotto un angolo costante le generatrici 
di una superficie cilindrica , ossia è un* elica tracciata su un cilindro a base qua- 
lunque (*). 

Tutte le eliche godon cosi della proprietà di aver costante il rapporto fra cur- 
vatura e torsione: basta cercare ora quali tra queste eliche hanno costante si Tuna 
che r altra. Siccome un' elica qualunque è geodetica sul suo cilindro, il suo piano 
osculatore è normale al cilindro, e si può applicare all'elica la teoria della curvatura 
delle sezioni normali. Nel cilindro le sezioni principali sono le sezioni rette e le ge- 
neratrici : quindi dei due raggi principali uno è eguale al raggio di curvatura della 
sezione retta e Y altro è infinito : per cui chiamando p il raggio di curvatura dell' e- 
lica, r quello della sezione retta, e 9 l'angolo del piano osculatore dell* elica con 
il piano assiale del cilindro , cioè della tangente all' elica con la generatrice del ci- 
lindro, si ha per la formula di Eulero 



P = 



cos*9 



Essendo 9 costante , si vede che perchè p sia costante , deve esserlo pure il 
raggio di curvatura r della sezione retta. Questa sezione retta è dunque una cir- 
conferenza , e la curva A cercata è 1' elica tracciata su un cilindro circolare. 

Nel piano deve esser costante la sola curvatura, e le linee , che soddisfano a 
questa condizione, sono evidentemente la retta e la circonferenza. 

Dalle coppie di linee combacianti si potrebbe passare a quelle di superficie com* 
bacianti, perchè facendo muovere un profilo qualunque in modo che tutti i suoi punti 
descrivano rette, circonferenze eliche, otteniamo altrettante superficie combacianti i 
cioè cilindri, rotoidi elicoidi : con questo metodo però non si trovano tutte le cop- 
pie di superficie combacianti, né si può dimostrare che all' infuori di quelle trovate 
non ne esistono altre. 

§. 6. Metodo delle equidistanti. 

Se in un punto H di una superficie si conduce la normale, e vi si porta una 
lunghezza MN eguale a una quantità costante a, il luogo dei punti N è una super- 
ficie, il cui piano tangente in N è parallelo al piano tangente in H della superficie 
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data, ossia è Y equidistante di questa superficie. Anzi, siccome possiamo portare la 
lunghezza a tanto da una parte che dall* altra del punto M sulla normale, per un 
dato valore di a otteniamo il complesso di due superficie parallele o equidistanti, 
al quai complesso potremo dare il nome di Forma. 

Una curva qualunque A dà luogo pure a una superficie equidistante, che è quella 
generata da una circonferenza di raggio costante, il cui centro percorre la curva A, 
mentre il suo piano si mantiene sempre normale ad A: questa superficie si conosce 
col nome di Superficie canale o Canale j [e si può anche considerare come Y invi- 
luppo di una sfera di raggio costante, il cui centro percorra la linea A. 

L* equidistante di una curva piana si costruisce portando una lunghezza costante 
sulle sue normali ; si ottiene così il complesso di due curve parallele o equidistanti, 
che chiameremo con il prof. Colombo Glifo (fr. Coulisse) o Corsoio (fr. Coulis- 
seau), secondochè serve di contorno esterno o interno al pezzo considerato. 

L' equidistante di un punto nello spazio è una Sfera , nel piano una circonfe- 
renza, che chiameremo in questa applicazione particolare Bottone. 

Rimane ancora da definire con precisione che cosa si deve intendere per equi- 
distante di una curva gobba , al quale scopo sarà utile di richiamare alcuni noti 
resultati e definizioni della geometria delle curve. Da una curva gobba A si posson 
dedurre due superficie, che hanno colla curva stessa una intima relazione, cioè la 
Sviluppabile osculatrice, luogo delle tangenti di A o inviluppo dei suoi piani oscu- 
latori, e la Superficie polare, inviluppo dei suoi piani normali. Se si fa rotolare su 
A una tangente, un punto qualunque di questa tangente descrive una evolvente di 
A : evoluta di A invece è una curva , le cui tangenti incontrano A e le sono nor- 
mali ; per ottenere una evoluta basta condurre ad A una serie di normali tali che 
due qualunque consecutive si incontrino , con il che si viene a formare una su- 
perficie sviluppabile, la cui linea di regresso è Y evoluta cercata. Un punto di que- 
sta evoluta , essendo Y intersezione di due normali infinitamente vicine , si troverà 
sulla retta d* intersezione dei due piani normali corrispondenti, da cui si rileva che 
il luogo di tulle le evolute è la superp^cie polare , come d' altra parte è evidente 
che il luogo di tutte le evolventi è la sviluppabile osculalrice. Se A e B son due 
evolventi di una stessa curva C, le tangenti nei punti corrispondenti sono paraUele 
tra loro, e sono anche parallele alla normale principale di C : infatti il piano oscu- 
latore in un punto di C è il piano tangente della sviluppabile osculatrice di C, su 
cui si trovano tutte le evolventi di C, quindi anche A e B : questo piano contiene 
la normale principale di C, e le tangenti di A e B, e queste tre rette essendo in 
uno stesso piano, e perpendicolari a una stessa retta, cioè alla tangente di G, sono 
parallele. Osserviamo finalmente che essendo le tangenti nei punti corrispondenti 
di A e B parallele, i piani normali coincidono, ossia che due evolventi di una stessa 
curva hanno la stessa superficie polare. 

Ciò premesso, è facile costruire la equidistante di una data curva gobba A; si 
cominci col trovarne un* evoluta C, e sulle tangenti di questa curva si porti a par- 
tire dai punti di A una lunghezza costante, oppure si determini la linea di interse- 
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zìone della sviluppabile osculatrice della evoluta C con la superficie canale di raggio 
dato descritta intorno alla linea A. Si vede che una curva gobba ha tante equidi- 
stanti di raggio dato quante evolute, cioè un numero infinito. 

U uso delle equidistanti per la trasformazione delle c^oppie si fonda sul teorema 
seguente , che non ha bisogno di ulteriore dimostrazione : 

Se due elementi forman coppia , gli elementi equidistanti formano pure 
eoppia. 

11 metodo delle equidistanti è specialmente utile per trasformare le coppie ideali 
in coppie reali : cosi abbiamo le trasformazioni 

(G,G) — Punto e punto -. Sfera e sfera 

(6,L) — Punto e linea -. Sfera e canale, 

(G,F) — Punto e superficie -. Sfera e forma 

(L,L) — Linea e linea — . Canale e canale. 

(L,F) — Linea e superficie — . Canale e forma, 

in cui tutte le coppie son ridotte a coppie di superficie : osserviamo però che la cop. 
pia di canale e canale non potrebbe eseguirsi materialmente almeno in tutta la sua 
integrità. 

Se nella coppia (G,L) la linea L è piana, ossia soddisfa alla coppia (L,£), ab- 
biamo due modi di realizzare la coppia stessa, cioè col metodo generale o coir uso 
di una circonferenza (bottone) e di un glifo : possiamo dunque segnare la doppia 
corrispondenza 

I Sfera e canale piano 
Bottone e glifo. 

Le coppie di punti e linee combacianti conducono a altrettante coppie di su- 
perficie combacianti : cosi abbiamo 

Coppia di punti (6, 6) -. Coppia di sfere (6„'*^G") 

Coppia di rette (D = D) -• Coppia di cilindri (C=,"*'C«). 

Coppia di circonferenze (C^C) -. Coppia di tori 

Coppia di ehche (U ^ U) — • Coppia di serpentini 

tali coppie devono naturalmente esser casi particolari delle coppie generali di su- 
perficie combacianti ; da ciò si potrebbe dedurre p. es. che il toro e il serpenti- 
no (superficie inviluppi di una sfera di raggio costante, il cui centro percorre una 
circonferenza o un* elica) appartengono il primo alle superficie di rotazione , il se- 
condo alle superficie elicoidi. 

Possiamo anche stabilire il Teorema: 

Le equidistanti deUe curve, che posson formare coppie combacianti^ son curve 
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della slessa natura di quelle primitive; cioè che le equidistanti delle rette, circon- 
ferenze e eliche son pure rette, circonferenze e eliche. 

Analogamente abbiamo. 

Le equidistanti delle superficie, che posson formare coppie combaciatili, sono 
superficie della slessa natura di quelle primitive. 

Cosi le equidistanti dei piani, sfere, cilindri, rotoidi e elicoidi son respettiva- 
mcnte piani, sfere, cilindri, rotoidi e elicoidi: questa proprietà non manca di un 
certo interesse, e almeno per quanto si riferisce agli elicoidi, non sappiamo se sia 
stata dimostrata per altra via. 

La superQcie equidistante di un piano è costituita da due piani paralleli: ogni 
volta che si vuol costringere una figura a rimanere in un piano dato, senza ricor- 
rere air aiuto di forze esterne. V uso di questa doppia coppia di piani paralleli equi- 
valenti a una coppia unica ideale, è indispensabile : p. cs. quando si fa percorrere 
a un punto una linea piana per mezzo della coppia di glifo e bottone, questa dop- 
pia coppia di piani è rappresentata dagli orli del bottone e dalle faccie piane del 
glifo. 

L* uso delle equidistanti può talvolta^alterare la natura del movimento nella cop- 
pia : cosi se le due linee L, L, formano una coppia di curva rotolanti , le loro equi- 
distanti formano una coppia di curve, non più rotolanti ma semplicemente tangenti: 
ossia, esprimendo questo fatto colle solite notazioni, e indicando la equidistante di 
L con eq. L 

(L|=L,) = (eq. L„ eq. L,). 

(continua) 
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TRISEZIONE BELL' ANGOLO 



PEB 



GIOVANNI GABBIERI 



Per ogni arco di circonferenza che ha per corda una retta qualunque AB, si 
può tosto costruire T angolo di cui è misura, e reciprocamente per ogni angolo si 
può costruire l'arco sotteso alla corda AB, che gli serve di misura. 

Sia AX la terza parte di uno fra gl'infiniti archi non maggiori di 180 gradi 
che hanno per corda AB, e che sono da una stessa parte del piano su cui giace la 
retta AB. É chiaro che il punto X appartiene al luogo geometrico degli estremi 
delle rette che partono da A e di lunghezze eguali alla differenza fra la retta AB, 
ed il doppio delle loro proiezioni ortogonali su questa (*). 

Per avere l' equazione di questo luogo riferiamoci a due assi ortogonali colFori- 
gine in A, e sia AB Tasse delle x. Indicando con 2a la lunghezza della retta AB 
e con 26 la retta variabile AX, avremo, essendo x ed i/ le coordinate del punto X, 

(1) a;* + 2/* = 46* , 2a-2x = 26, 

da cui eliminando 6, si ha per equazione del luogo 

ix- - 8005 - 2/- + 4a» = 

4 
od anche cambiando a in a? -|- 5 a , la qual cosa equivale a porre Y origine nel 

4 
punto di AB che dista da A di ^ a , 

4 4 ' 



(*) Dìfatti 86 X ed X' divìdono l'arco sotteso ad AB in tre parti eguali il quadri- 
ktero AXX'fì è un trapezio che gode della proprietà di avere i tre lati AX , XX' , X'B 
eguali fra loro. 
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onero, prendendo AB come unità di misura, 

9 3 

che è un'iperbole, la quale potendo riguardarsi determinata dai suoi assi (*) può 
anche venire costruita coi metodi precisi della Geometria Proiettiva. Anzi per lo 
scopo nostro basterà tracciare quella metà di ramo dell'iperbole, il quale incontra 
il segmento limitato AB, poiché i rimanenti punti sono estranei alla questione (**)• 
Di questo quarto di ramo potremo anche solo considerare quella porzione d'arco 
d'iperbole compresa fra la retta AB e la semi-circonferenza tracciata su di essa 
dalla parte che si considera. 

Tracciato dunque una volta per tutte questo arco d'iperbole, i cui assi dipendono 
solo dall'unità di misura AB, avremo nell'incontro di esso con un arco qualunque 
di circonferenza sotteso ad AB, il punto X che serve a determinare la terza parte 
deir angolo corrispondente all'arco che si considera. Dal lato pratico si ha cosi un 
vantaggio che né dalla cissoide né dalla concoide può essere offerito (•**). 

Reggio Emilia, Gennaio 1877. 



1 i 

(*) Il semiasse immaginario -73 = ò \'^ si costruisce pure graficamente osserva ndo 

che ^3 è il cateto del triangolo rettangolo di cui l* ipotenusa è 2 e T altro cateto 1. 

(**) I punti dell'altro ramo dell'iperbole corrispondono alla proprietà espressa dal- 
l'equazione 2a— 2a7='-2^, la quale può anche sostituirsi alla seconda delle equazioni (1) 
senza che vari il risultato dell'eliminazione di b dalle medesime. 

(***) Una soluzione di questa questione mediante il tracciamento di una parabola il 
cui parametro è indipendente pure dalla grandezza dell'angolo, fu data da Zebrawscki. 
{Bullelin des Sciences Malhématiques et Astronomiques, Dicembre 1876 p. 268). 
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SVILUPPI DI ALCUNI DETERMINANTI 



NOTA 



DI 



ALFONSO BONOLIS 



1. Sieno do,, , doir+i » ^0,^+1 , ... do»r+« , w + 1 termini consecutivi qualsi vo- 
gliano d*una progressione aritmetica di m°^^ ordine, e di,^. , d,,,.^.i ,..., dt^r^^ i cor- 
rispondenti termini delle prime, d^.^ , d^,,.^, , ... d,,,.^»^ quelli delle seconde, 

d«-itr 9 d«-.i>r-n » ••• ^m-iT-t-m ^ termini corrispondenti delle (m — l)»»* , e finalmente 

d^ il valore costante delle m^^ differenze: le serie di queste prime, seconde, 

(w — !)»« differenze formano, come è noto, HBlle progressioni aritmetiche di (m-l)°«>, 
(m — 2)»<>, ... , 1* ordine, delle quali Y ultima differenza è, sempre uguale a d^ For- 
miamo allora il determinante 



D = 



d^ d«. 



...»••(«, 



fli 



^«-f>f ^m-f>r+* •••••• ^iii-i 



>r-Hfi 



d|,r di 



>r+i 



d 



'0>r 



*o>r+l 



d 



l»f+« 



d 



oJrfj» 



0), 



e togliamo dall'ultima verticale la penultima, da questa 1* antipenultima, , dalla 

2* la 1*; operando in tal modo il valore del determinate D non si è alterato , e 
poiché la differenza tra due termini consecutivi d* una progressione aritmetica di qua- 
lunque ordine è uguale al corrispondente termine della progressione aritmetica for* 
mata dalle sue prime differenze, perciò avremo 



D = d« 



d 



IT 



TOL. zy« 



d. 



d 



^w-l'f ^w-Ur+i ♦ • • • • • ^m-l>f-H»-i 



di,r da 



ff4.t • 



d, 



ff+l 



d, 



5f+«-l 



>f4-«-l 



15 
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Ora quest' ultimo determinante si ottiene da quello dato sopprimendone l' ultima 
orizzontale e 1* ultima verticale, ed in tal modo D è venuto ad acquistare il fattore 
d„; se noi quindi sul nuovo determinante a cui siamo giunti, e che è della stessa 
specie del dato, sopprimiamo pure 1* ultima verticale e 1* ultima orizzontale, D verrà 
ad acquistare un altro fattore d^ , onde seguitando alla stessa maniera su* nuovi 
determinanti che cosi successivamente si ottengono, risulterà finalmente 



D = d„"^*X 



^«-fir ^«i-lJf+i 



= i 



«H-l 



risultato notevole , perchè del tutto indipendente da' valori de* primi termini delle 
differenze prime, seconde,..., (m - 1)°^^ della progressione aritmetica data e da quelli 
anche di questa. Da ciò segue quindi che se si hanno due progressioni aritmetiche 
di m™o ordine e nelle quali Fultima differenza è la stessa per tutte e due, i deter- 
minanti formati da m+t termini consecutivi di queste due progressioni e dai corri- 
spondenti termini delle loro prime, seconde,..., tn<»® differenze sono eguali tra loro. 
In particolare se d^ = l il determinante formato nel modo anzidetto è eguale 
air unità, ed in conseguenza poiché i numeri figurati di ordine m formano una pro- 
gressione aritmetica d' ordine m la cui ulthna differenza è appunto uguale ad 1, per- 
ciò si ha 



\fi) \ ) V ; 

(?) Cf ') (T) 



:=i, 



/n \ /n + 1\ /n + m\ 

\mj \ m J \ m J 

cioè : il determinante formato con elementi presi nella serie de* numeri figurati 
costituenti il triangolo di Pascal , nelV ordine stesso in cui questi elementi sono 
disposti, è uguale alV unità positiva , il qual teorema fu avvertito per alcuni casi 
particolari dal Prof. Fais , ma fu dimostrato nella sua generalità dal chiarissimo 
Prof. V. Ianni. 

2. Consideriamo ora il determinante 



P = 



d«a* 



a+s 



d— .fO 



a~< 



(I_a' 



<*«-U»M-l<* 



d^d 



a-HM 



Qa+(«-i). 






(2); 
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se noi dividiamo ciascuna sua verticale per a*, e se nel nuovo determinante cosi 
ottenuto moltiplichiamo successivamente la sua 1*, 2*, ... (m + 1)"** verticale per 
a*", a^'^r*^^, ... , a® e dividiamo ordinatamente per le stesse quantità la sua 1*, 
2*, ...,(m + 1)™* orizzontale esso non cambia valore e si muta nel determinante (1) 
che, come abbiamo visto è uguale a dfli"*'^^ si ha in conseguenza 

cioè il determinante (2), di ordine (m -\- 1)»®, è uguale alla potenza (m + 1)"* del 
suo primo termine d^a^, e ciò si verifica per qualunque valore di 8. In partico- 
lare si ha 







a' 



«-I 



©""' Cp >"''"' 



teorema dovuto al prelodato Prof. Y. Ianni. 
3. Prendiamo ora ad esame le ( + 1 serie 



("fO"' 



= o*(f^« , 



Vr+1 ) \ r + 1 ; ^ r + 1 ) ' ' 



(3); 



(m + ns\ fi 
r + t ) \ 



m'{^{n-\- l)s\ (m-^-^n-^- p)s 



r + < 



') 



e 



r + « 



■)• 



iy^ + ^ — (r + t — 1) , 
dair ultima di esse togliamo la penultima moltiplicata per — --; 1 aa 

« "t" w 

fW. -4- TI ^ — fi* -4- £ —~ 2Ì 

questa togliamo la precedente moltiplicata per tlTh ' '" ' ^^^^* '* ^* 

^2* moltiplicata per ^"^.^^"^^"^ ^' , dalla 2* la 1* moltiplicata per ^ ^^^ — ; 

avremo cosi t serie che chiameremo prime differenza delle (3). Similmente dall'ul- 

1,1 4. (n -1-1)8 -(r+t -2) 

tima di esse sottragghiamo la penultima moltiplicata per ——. » 

r T w 
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m+(n4-l)s-(r+f-3) 



dalla penultima sottragghiamo la precedente moltiplicata per 



r-ht-1 



dalla 3* la 2' moltiplicata per — --r^ , dalla 2' la 1* moltiplicata per 

r -j- 6 

TT ; avremo così altre i - 1 serie che chiameremo seconde differenze 

r + 2 

delle (3). Osservando come sono formate queste differenze si vede che le prime sono 
t di numero ed hanno tutte eguale a il primo termine, mentre tutti gli altri ter- 
mini da cui sono formate si ottengono ordinatamente da quelli delle prime t serie 
delle (3) moltiplicandoli, dal secondo in poi, per s; inoltre ciascuno di questi pro- 
dotti ha per coefficiente numerico una frazione che nella prima serie delle prime dif- 
ferenze ha sempre per denominatore r+1, e per numeratore nella prima frazione 1, 
e nelle altre il risultato che si ha aggiungendo un* unità al numeratore della fra- 
zione precedente ; i coefficienti numerici de* termini della seconda serie delle prime 
differenze si ottengono poi da quelli della prima aumentando d* un' unità ciascun 
fattore de' successivi denominatori ; i coefficienti numerici de' termini della terza se- 
rie si ottengono da quelli della seconda allo stesso modo che quelli di questa si ri- 
cavano da quelli della prima , e cosi via via per tutte le altre. In quanto poi alle 
seconde differenze esse sono t - 1 di numero e tutte hanno i due primi termini 
eguali a 0, mentre tutti gii altri termini da cui sono formate si ottengono rispet- 
tivamente da quelli delle prime t - 1 serie delle (3) moltiplicandoli, dal terzo in poi, 
per 8^; inoltre bisogna dare a ciascun prodotto per coefficiente numerico una fra- 
zione che nella prima serie delle seconde differenze ha sempre per denominatore 
un prodotto di due fattori, che sono due numeri interi consecutivi il primo de' quali 
è r + 1 , e per numeratore nella prima frazione il prodotto de' due primi numeri 
interi, ed in qualunque delle altre il risultato che si ottiene aumentando d'un unità 
ciascun fattore del numeratore precedente : i coefficienti numerici de' termini delle 
successive serie delle seconde differenze si ricavano poi ognuno da quelli delle pre- 
cedenti allo stesso modo indicato per le successive serie delle prime differenze. Ora 
dico che in generale le i^^ differenze sono l - {i — \) di numero e tutte hanno 1 
primi i termini uguali a , mentre tutti gli altri termini da cui sono formate si 
ottengono ordinatamente da quelli delle prime l - (i — 1) serie delle (3) moltipli- 
candoli, dair(i -h !)"*<> in poi, per s*; inoltre bisogna dare a ciascun prodotto per 
coefficiente numerico una frazione che nella prima serie delle i™« differenze ha sem- 
pre per denominatore un prodotto di i fattori , che sono i numeri consecutivi a 
partire da r-fl, mentre il numeratore della prima è il prodotto de' primi i numeri 
interi consecutivi, e quello d'una qualunque delle altre si ottiene dal precedente 
aumentando d'un' unità ciascun suo fattore; ognuno poi dei coefficienti numerici 
dei termini delle successive serie di queste i°*« differenze si ricava da quello cor- 
rispondente della serie precedente allo stesso modo indicato per le consecutive serie 
delle prime e seconde differenze. Secondo la legge enunciata le i^* differenze in 
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parola sono dunque le seguenti 
'(r-M)...(r+i) \ f / 



2.3m.(<+1) i /m+(n+ì+!>\ 



' (r+l)...(r+i) 



s 



e 



I y ... 



|p-(i-l)t...p < /m+(n+p)8\ 



s 



(rtl)...(r4-i) \ r / ' 



• * • 



fi n i-2-.i < /m+(n+t)8\ 2-3...(t+l) , /m+(nf t+l)s\ 
"'(r+'2)...(r+t+l)* V r+1 y' ' (r-t-2)...(r+i+l)* \ r+1 / 



ip-(t-l)ì...p ,< /m+(n+p)8\ 
(r+2), .(r+t+l) ' V r+1 /'"" 



0,.-.,0, 



l-2...t 



/m+(n+t)s\ 



2-3...(i+l) ,/m+(n+<+l)8\ 



■8 



lr+i-(l-l)|...(r+0* V r+li /' lr+(-(t-l)!...(r+0'' ^ »"+«-» ^'' 



ip-(t-l)|...p , /m+(n+p)8\ 
jr+t-(t-l)j...(r+e) V r+i-i /'" 

Togliamo ora dall'ultima di queste diillerenze la penultima moltiplicata per 

m + (n + 1) 8- (r + ( - i - 1) . „ ,.. , . . ,..,.. „», 
, dalla penultima la precedente moltiplicata per 

'"'"^"''r+^-7^"^^^ •••• *'^"* 3' ^^ 2« moltiplicata per "^"^ ^»;^f -/"+*> , dalla 2' 

la r moltiplicata per — ^ . , "" ed otterremo cosi X-i serie le quali soddisfano 

interamente alla legge enunciata ; questa dunque ammessa vera per le i^^ risulta 
Tcra pure per le {i-\- 1 )"• differenze ; ma essa si verifica per le seconde differenze, 
si yerificherà quindi anche per le terze ; e verificandosi per queste sarà vera anche 
per le quarte differenze^ e lo sarà dunque pure per tutte le altre. 

4. Le precedenti considerazioni ci saranno utili per ottenere lo sviluppo del 
seguente determinante 



R = 
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Infatti le n+1 orizzontali di B si ricavano dalle (3) facendo in queste n=r=0 
e p=:(=:n : sostituenldo quindi a tutte le orizzontali di R, tranne la prima, le loro 
n prime differenzey a tutte le orizzontali del nuovo determinante, tranne le due 
prime, le n-ì seconde differenze ^ e cosi via via, il valore di R resterà immutato, 
ma verrà ad esser posto sotto la forma 



B = 



rr) 











fm+8\ 

\ ; 



1 /m+«\ 

A ) 



i< ; 



3 /m+3s\ 

f*v /'•• 



("D 1 



(n-l)n yrri+nt\ 



1^2 /m+2«\ 2^ /m+38\ ^ 

I.2H / l-2*\ / ••• 12 ' V 















l-2-3...n ,/'1n+n8^ 
l.2-3...n' V ^ 



e poiché il determinante cosi ottenuto ha uguali a zero tutti gli elementi posti da 
una stessa parte della diagonale principale, esso è uguale perciò al prodotto degli 
elementi che compongono quest'ultima, per modo tale che risulta 



R = 8»-8'-8» . . .8" = 8 



m 



in conseguenza qualunque sia m si ha 



/m40\ {m-\-B\ 

V ; V ; 



\ n ) 



/w+O \ /m+sN 



\ ; 



("»+«) (*"+«) ("»+"*) 



Cr) 



=±8 



(10 



(4) 



Moltiplicando ora le successive verticali del determinante (4) rispettivamente 
per a<',a',...,a"' e dividendo ordinatamente le sue oriczontali per a',a'',...,a*'' esso 

verrà in tal modo ad acquistare il fattore a e il divisore a , quindi in 

(w) (•+>) 
generale il fattore a ; moltiplicando per questa quantità anche il 2** membro 



della (4) si ha dunque 



•-• (™J*)o-o 
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/'m+nsN «,-0 



• • V 



. ." («+»«)«'"-' 



/m+OViM- 



(-+»)a- . •.(-+-)« 



= 8 xa 



m-iir 



S. Lo sviluppo del determinante (4) ci permette di ottenere immediatamente 
quello di ' 



Q = 



(m+0\«.. 



{Ty- 



• * • V 



fm+n8\^p^„. 



("*+®)o«*-' ('»+«)a—- • 



••• V 



/"w+nsN „+n,_, 



(":>' 



BKH)-II Z^^'^+^V' 



V 



• • • ("T)- 



flH-fi«-n 



ed infatti dividendo la sua 1*, 2', 3*, . . . (n + 1)"»» verticale rispettivamente per 
a* , a* , o** , . . . , a** , e le sue successive orizzontali, dalla 1* alla (n + 1)°*, per 
o",a"*"*,a*~*,..,,o*''*, il determinante q viene ad acquistare per fattore il prodotto 

di queste potenze, cioè a xa e si muta nel determinante (4) che, 



Cf) 



come abbiamo visto nel paragrafo precedente, è uguale ad s , risulta allora 



("•J«)a 



m+0 /'^+0^/,1»+» 

V r 



fm+n8\ rn+Ht 



{"ry 



-»-. /m+A „-, ^m+>«^„. 



m+fw-i 



^m+0^^«,o^ (^^^)a-H-» . . . (^+^)a 



8^ ^Xo ^ (5). 



Da questo possiapio ricavare lo sviluppo d*un determinante anche più generale; 
infatti dividendo le sue successive orizzontali ordinatamente per a®,a'""Sa*^'''*V..a*^'"*\ 



)( *w X 

e dividendo il secondo membro della (S) per la quantità a per la quale è 

venuto in tal modo ad esser diviso il detto determinante, otterremo 



(*"J«)a— 



(♦"+«)o-^' 



/'m+nsN m+iM 



•'V 



("»+0)a 



ni+o-r frn-\'8\^fn+s^r ^ ^ ^ /wl+nsVui+n^-r 



i 



(<n*Oy^-r (•»+»^„~.-r . . . (•»+•«)„ 



.m+fU'-ir 






6. Esporremo ora delle considerazioni che ci serviranno di qui a poco. É ri 
saputo che 

-a 
espressione che porremo sotto la forma 

5^' = (J)6(«-.)»+Q6(«-.).Xa'+Q)6<-»"xo»'+ . . .+ 



+ 



• • + (V)''*^"'""*''+(\ O^"""'^'. 



assumendo (o)^(o)^^* ^^^ secondo membro della precedente eguaglianza, che 
per brevità chiameremo primo quoziente ^ togliamo (Y)^^"*"'^'> 



rammentando che 






; 



(6) 



avremo allora 1* espressione 



(^J^6(«-i)«+Q6(«-«)'Xa'+Q6(«^»)'Xa*'+...+(^ 



\a quale, a causa della relazione 



(ì)H'ito<'n---er)=eì!tt') w. 
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si annulla per 6*=a*; la detta espressione è dunque divisibile per ò*- a* (*) ed ese- 
guendo la divisione sì ha, in virtù della (6), il secondo quozienle 

Sottraendo da questo secondo quoziente la quantità (^ìa^"*"-^* si ha, in virtù 
della (6), F espressione 

la quale è divisibile per b' - a* giacché, a causa della (7), si annulla per 6* = a'. 
Eseguendo questa divisione si ha il terzo quoziente 

Togliendo da questo quoziente la quantità (^Ja^"*"^^*, si avrà una nuova espres- 
sione la quale si vedrà, come si è fatto per le precedenti, che è divisibile per b*—a'; 
eseguendo allora questa divisione si avrà un quarto quoziente la cui legge di for- 
mazione è evidente dietro i quozienti già calcolati. Supponiamo quindi che operando 
sempre allo stesso modo si sia potuto ottenere Yr^^ quoziente 

togliendo da esso la quantità (J^j a^^"^^' avremo tenendo presente la (6), l'espres- 



sione 



che è pure divisibile per b' — a', giacché, in virtù della (7), essa s'annulla facen- 



(*) Infatti ponendo &' = ^ , a' = a si ha che l' espressione in parola si annulla per 
P = a ed è quindi divisibile per f — a, cioè per 6* — a'. 
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dovi 6* = a* : eseguendo tale divisione si ha, tenendo presente la (6), r(r+l)'"*' quo- 
ziente 



... + (»»-2) 6'ac-'-»)' + ("^;*) «(-•• 



i-r-l)f 



che obbedisce alla stessa legge di formazione de' precedenti. 

Se invece di 6*"* -a"" avessimo considerata la funzione f ^^j (ft("»-*)»--a^'"'*^') 
avremmo veduto che essa è pure divisibile per 6'-a*, solo il quoziente ha il fattore 
comune f'JM mentre per tutt' altro è sottoposto alle stesse leggi di quelli conside- 
rati precedentemente. Per avere poi i successivi quozienti bisogna sottrarre dal 
1®, 2^, . . . r^^, . . . quoziente in.vece delle quantità 



le altre 



ovvero le loro equivalenti 



li a 



7. Queste considerazioni ci servono per sviluppare il determinante 






)( J23 )( 

Infatti le prime a orizzontali di A, indipendentemente dalle potenze di a, non sono 
altro che le successive serie (3) in cui si sia fatto r = 0, i = a ~ 1 , mentre le ri- 
manenti ^ orizzontali, prescindendo dalie potenze di b, si ricavano pure dalle (3) 
facendovi r = 0, £ = p — 1 . Possiamo dunque operare separatamente sulle prime a 
orizzontali e sulle rimanenti g come sulle (3) e sostituire a tutte le dette a linee, 
tranne la prima, le loro prime differenze, a tutte queste, tranne la prima, le se- 
conda differenze, e cosi via via, ed operare analogamente sulle altre f orizzontali; 
in tal modo il valore di A non si cambia, ma si trasforma, supponendo a>p, in un 
determinante dal quale, osservando che le orizzontali dalla 2* all' o.^^ sono rispetti- 
vamente divisibili per sa',s*a«*,...,s*"'xa(*"')* mentre dall' (a+2)™» alla (a f-g)™^ sono 
invece divisibili per s6*,s^6**,...,s^""'-fe^P"'^% ponendo in veduta questi fattori comuni, 
notando che i coefficienti numerici di tutti gli elementi di esso sono i numeri figu- 
rati de' successivi ordini, e rammentando che in generale (^"*q ì — i, avremo 

A = s^^-' ^^-'x a>^^ X \r^^ X A, in cui 



A,= 



a. 



o" 







6» ò' 



a 



i» 



a 



{?-«)» 



. a(*-«' 



a( 



a+2-i)» 



(5) (J)a' . (P7*)a<P-«' . (-')«(«-.)• . («+f-')a(-^-)- 







6»' 







5(P-i)-' 



• (;:!) • {^t:y 



. 6(*-«)* 



. 5(a4-p-i)« 






0. (]:1) . (p«_-,>'-^" . (1!t>« 
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Togliamo ora in quest'ultimo determinante Aj dalla prima linea delle b la prima 
delle a ed avremo cosi delle differenze divisibili per ò* - a* ; ponendo in veduta 
questo fattore ed eseguendo le successive divisioni, se dalle serie de' quozienti cosi 
ottenuti togliamo la seconda orizzontale delle a le differenze, in virtù delle prece- 
denti considerazioni, saranno pure divisibili per 6*~a*; ponendo in veduta questo 
secondo fattore ed eseguendo le corrispondenti divisioni, se da secondi quozienti 
che così si ricavano togliamo la terza linea delle a le nuove differenze, anche in 
virtù delle considerazioni già fatte, saranno pure divisibili per ò' — a*; seguitando 
ad operare allo stesso modo, cioè sottraendo da' successivi quozienti le successive 
linee delle a, verremo a porre in veduta il fattore (6*- a*)* e la prima linea delle 
h dopo Ya^^ divisione si sarà mutata negli a"^^ quozienti 

.0.»0,...,0,(j:[),(«:i)6' + („«,)a'.... 

Sottraendo similmente dalla seconda linea delle b la seconda delle a si avranno 
delle differenze divisibili per ò* - a* ; ponendo in veduta questo fattore, eseguendo 
le corrispondenti divisioni e sottraendo da'pn'wii quozienti la terza linea delle a 

I "^ 
moltiplicata per . ^ , avremo delle nuove differenze che, a causa delle stesse con- 
siderazioni fatte nel N® 6, sono pure divisibili per 6*— a*; ponendo in veduta questo 
secondo fattore, eseguendo le rispettive divisioni e togliendo da' secondi quozienti 

13 
la quarta linea delle a moltiplicata per rrr^j avremo delle altre differenze che, 

Li \jl 

sempre in virtù delle stesse considerazioni , sono pure divisibili per 6' — a' ; dopo 
aver posto in veduta questo terzo fattore continueremo alio stesso modo sino a sot- 

trarre dagli (a-2)n» quozienti l'ultima linea delle a moltiplicata per ^ i le 

nuove differenze cosi ottenute sono pure divisibili per ò*-a*, ed eseguendo le di- 
visioni il determinante in parola verrà ad acquistare un altro fattore (6*- a*) mentre 
la seconda linea delle 6 si cambia negli (a-1)"^ quozienti 

•••("r')(-')'*-"-+('1"')(-0"'-"-x''>-H°1'')(-^i'K"'- 



)( 12S )( 



Togliendo da questi i quozienti (8) moltiplicati per T? ì avremo le differenze 



«""j 2^ > • • • » a" > a+i" 5 






(•r')e:i) 






-(f)(.-0 

6*-).xaV..,+(''+f-')(«JM) 



a 



(P-i)» 



le quali sono pure divisìbili per b'-a* ; infatti la somma de' coefficienti di ognuna 
di esse, p. e. dell'ultima, è data da 

C1-')i(t1)H:::0--CA')i-©iG:l)H.-0--a^')l' 

cioè, in virtù della (7), da : 

rs-')e:-v)-(?)Ci-')=r?-')c:?TO(' -t)-"- 

e ciò ci dice che le differenze in parola si annullano per 6'=a*, e sono quindi di- 
visibili per 6*- a*. Ponendo in veduta quest'altro fattore avremo ricavato in tal modo 
dalla 2' linea delle b il fattore (b*- a'f come dalla 1' e la detta 2' linea si sarà 
cambiata ne' quozienti : 



i"> t"? ••• > a+t^ » 



CT')(-!)ì . et^)a:!)h'+(n^)(.f.) 



-m 



=1, 



-m 



-©e:') 



C« f • • * 9 



n-*)(«:l)K«'H"1"0(a-i)l''^^'^'><«'+----^("1"0C«-r') 



-©(«) 



-©e:o 



- ©rn 



(9) 



l(P-«)» 



Operando sulla terza linea delle b come sulle precedenti noi sottrarremo da essa 
la terza linea delle a ed avremo cosi delle diflbrenze divisibili per b'-a*; ponendo 
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in veduta questo fattore, eseguendo le corrispondenti divisioni e togliendo da* primi 

1 3 
quozienti la quarta linea delle a moltiplicata per .~==^ , avremo delle nuove diffe- 
renze che, come risulta dalle considerazioni fatte nel n® 6, sono divisibili per 5*-o*, 
ponendo in veduta questo secondo fattore, eseguendo le relative divisioni e sottraendo 

li 



da* secondi quozicnli la quinta linea delle a moltiplicata per 



[2 LI 



, si otterranno 



delle nuove differenze che, in virtù delle considerazioni su riportate, sono ancora 
divisibili per ò*-a*; dopo d'aver posto in veduta questo terzo fattore continueremo 
allo stesso modo sino a sottrarre dagli (a-3)«»"^ quozienti l'ultima linea delle a mol- 
la-I 
tiplicata per y — ; le differenze cosi ottenute saranno pure divisibili per 6*-a* 

ed il determinante in parola si troverà moltiplicato pel fattore (6* -a*)*"* mentre la 
terza linea delle b si cambia negli (a -2)™* quozìenli 

A.» A ©(d) ■ (n')(d)'' * i't'XlZl)^, .... 

CT')G:3)"'""'+C1'')(-3)'"-x«-+-+C1-')("^'r*) ""-"■ > 

togliendo da questi i quozienti (8) moltiplicati per f o) vivremo le differenze 



|0, jO, ... y ffij ^^|0 , 



-(t)e:l)| -(S)(,!,) 



a' 



> • • • > 



Ci-')(:::Di"'-"+ei"')(-l) 



- (?) to 



-©(.-.) 



6.M..xa-K.,+(«Ì-')(«+M) 



a 



(P-1)« 



le quali sono pure divisibili per b'-a' ; infatti la somma de* coeiBcienti d'una qua- 
lunque di esse, p. e. dell* ultima, è uguale, a causa delle (7), a: 

eT')i(t!>(-0---C:^s ')t -a)IG:!) ^(/-.)--C^T')ì= 



=C"r')('i?i')-©r-^')=ci-')CA-')i'-ij=«. 
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e ciò verificandosi anche per tutte le altre significa che queste differenze si annul- 
lano per 6*=a* e sono quindi divisibili per 6*— a*. Ponendo in veduta questo fattore 
ed eseguendo le divisioni si ottengono i quozienti 



iO, ,0, 



••• » a4-« 



0, 






=(?)• 



{'f){'- 



a-2\ 
a-2j 



- ©et') 



ero gì) 

- (t)G) 






HM).x«'+ ... + (''+|-')(«+M)lal'-«- 



- (?)CT*) 

Sottraendo da questi i quozienti (9) moltiplicati per (Tj avremo le differenze 



,0, jO, • • • ? a+i^» a+»"» 



Cf)(::i)' 

-(?)r)(ti) 

(?)(?)© 



4- 



-©e:') 

-(f)CtO(.-.) 

- ©(t)m 



("Ì-')a:l)l'"-^CT')(-0 



- m 

-©n-')(::l) 



- (or.') 

-(?)CT*)(.-.) 

-©©e:') 



6(P-8)» X o* + . . . 

-©("i-')C:?T') 



l(p-«)« 



che sono anche divisibili per 6*~a*, ed infatti prendendo come al solito la somma 
de' coefficienti d'una qualunque di esse, e sia dell'ultima, si ha, tenendo presente 



K^WK 



la (7) : 



-(?)CT'){a:l)+(.^)+-+(°:^T')l- 






2a« 



(a+l)al 



= 0; 



tutte le dette differenze si annullano quindi per 6'=a' e sono in conseguenza di- 
visibili per 6*- a'. Dalla terza linea delle ft si è dunque ricavato il fattore (6*— a*)' 
come dalle due prime, e la stessa terza linea si è in tal guisa cambiata ne'quozienti 



fO, jO,..., a+jO, 



(T)(ti)' 



= 1, 



Ct')a:l) 

-©(Si) 



-m'm -(r)CìO©i- 



-(?)o 



©©(SI). 



+ 



©©(Si) 



A«; 



KO©(Si): 



('1-')(Si) 

- ©(SD 

- ©CT')© 
- ©©(Si) 



'"-«•-("■|-')(.-.) 
- ©(S?) 

- ©CI-DCi') 

+ ©©(S? 



6(P-*)« X o* + . . . 



) 



* («i-')C:!t*) 
- ©('&') 

- ©CT')("1-') 
^ ©©(%') 



5(^8)1 



(10) 



Ora noi possiamo ripetere lo stesso procedimento per ogni linea delle frdi A|, 
ed è chiaro quindi che da ognuna di esse otterremo un fattore (ò'-a*)*, e poiché 



)( »à9 )( 

le dette linee sono p, perciò risulta che A, è uguale a (5'— o')*^ moltiplicato per un 
determinante di cui le prime a orizzontali sono uguali a quelle di A| mentre alla 
prima, seconda, terza, . . . linea delle ò sono rispettivamente sostituiti ì quozienti 
(8), (9), (10), ... ; A, è dunque uguale a (6*-a*)*^ moltiplicato per un determinante 
di cui tutti gli elementi posti da una stessa parte della diagonale principale sono 
uguali a zero, e tutti quelli che appartengono a quest* ultima sono uguali ad 1 ; 
si ha cioè 1^ = (6*-a')*P ed in conseguenza 

A = 8^2^ ^2/^ a^^^xb ^^^x (6'- o')«P. 
8. Se invece del determinante A noi consideriamo il seguente 



' /m + 
l 



y (:\'y 






S = 



:(rfy (rjy (-+j»7i)3)a(-)- 

/m + 0\j, (^^+<^y ^m + (n-l)s^j,(,- 



o« 



("o^*y {'"ry 



(^^oy /™ + .y 



rm + {n- l)sV(n-i)« 



/W + (n - l)«V(n-f). 



in cui n = a + p + T + • • • > troveremmo, ragionando su di S in modo analogo a 
quello tenuto pel determinante 1 : 



S=s 
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n 
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. DiTidendo poi tutte le linee delle a di S rispettivamente per a^ja^.-ja^*"'", 
tutte quelle delle 6 ordinatamente per b* , 6*^ , ... , 6<^~*^'' , tutte quelle delle e per 
e* , e' , . . . , c^^"*)*" , e cosi via via , il determinante verrà diviso per 

(O*- (i> (D- 

e si avrà 






("»+(j-')«)a< 



»-l)»-0 



/m+(n-l)8V(„_,„_r 



^m+0^^o-(.-,)r (^Y)"'"'"""' • • • ("'^i"!*^')»'"-'" 



-l)»-(a-l)r 



{^ty 



^mpy-, ^m4(n-l)8V„_,)._o 



/m+0^j,_, («»+8)6.-' . . . /»n+(n-l)sV (,_,).-, 



/m+0 






(«.48)^.-0 



^m+(n-l)8\ (._,).-o 



• • 



• 



• 



• • 



(*"+f)c«-"-«)' ("^+jjc-tt-i)' . . . ("»+(»»-< )8y"-«'-"-')' 



• • • 



• •••••• 



Jt)^ (0+ G>- xa^'-<9x6'"^^(^>xc^^^® 



X • • • X 



X . . . (6'-o')»P X (c'-a';«T x . . . X (.i'-ò')^^ x . . . 
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In particolare per s = r = 1 si ha, qualunque sia m : 



("?>■ 



(Ti)'-"-" 



("•;')«. . . . ("•«-")«-. 



(■Ji')""'"' • • • ("'i^r')''""""""" 



(•».+>. 



(^»)6-tf-« (|:^J)i.-i^* . 



(«j»)^ 



("ty 






("»+J>)c-"-') ("»+Mc-"-^) . . . ("*+«-*)c(-«)-tt-.) 



= (6 - o)*P X (e - o)«T X . . . X(c-6)Ptx . . . ; 



e per m = 0, ritenendo (a) = 1 > si ottiene 



a? a 



a» 



• • 



a 



n-ì 



(})<. ©a . . . (V)»-'- 



• 




• 




• • 




... (j:J)a(-M-) 


6» 


b 


6» 


... 6»-« 

■ 





• 




• • 




••• (pl/)'»*""*^"'^' 


e» 


e 


c> 


...<*-• 


• 



• 


• 



• 


• • 



• • 


^ ^n-l^^(»-,)-„-.) 



= (6-o)«P(c-or • • • (c-P)^ • • • 



)( J3-2 )( 

Quest'ultimo determinante si trova in una memoria del chiarissimo Professore 
Trudi sulle equazioni differenziali da poco pubblicata, e questo Egregio Professore 
ne calcola il valore per mezzo della teoria che ivi espone ; però il suo sviluppo è 
stato ottenuto con mezzi elementari dal già più volte encomiato Prof. V. la ani il 
quale ne ha fatta oggetto d'una pregevole nota stampata pochi giorni fa. 

9. Consideriamo da ultimo il determinante 



T = 












»+o-(«-o 



r,')- 



»+«— (a-i) 



( 



/m+(nr-l)s\ «+(n-i)f 

/m+(n-l)sV flH.(n-<)»-i 

• • • • ■ 

/m+Cn- ! )8 V»+(,_„,+(«_ ,) 

/m+(n-l)8VBi^.(,_,), 
/'m+(n-^)8V,»^^,_,),_, 



^+oy^.^^,) (™Jl)6"^-"^'> ■ . . ("*+p^*!7*^*)6 






/m+8\ 
\ / 

(T> 



.m+ff 



(in+f-i 



«H-(»-l)«-t?-f 



^m+{n -t)8\ flH-(ii-.f )• 



/m+OV«H^-(Y.,) /'^+^V«^-(T-f) . . . /'^+(^-l)AciiH-(fi^i)#-(7-f) 



Osservando che le successive linee delle a sono rispettivamente divisibili per 
■*,..., a*^^*"*) , che quelle delle 6 sono rispettivamente divisibili per 

6"* , &"*"• , ,. b^^^^'*^ , che quelle delle e lo sono rispettivamente per 

e™, , e"*"* , . . . , c"*""^^'*\ e cosi via via, e ponendo in veduta questi fattori si ha 

che T risulta uguale ad 



a*", a 



moL 



a 



-fi) , ,^(0 , -fi) , . . . , 
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moltiplicato per un determinante che non è altro che il determinante S considerato 
nel numero precedente ; ma lo sviluppo di S abbiamo visto che è 



8 



(")+(&+ (9+ - <d .<o o 



X . . . X (6* - o')«P X (C - a')*f X . . . X(c*-6')^7x 



perciò risulta 



^/2)+(f)+a)+-^^-+(-<o^i,-''+(-i)(9x,"^+(-«a) 



T=« 



X • • • Pn 



X. . . X (&• - aT^^ (e' - aT^\ . • .x(c*-6')Ptx 



Dividendo finalmente nel determinante T le successive linee delle a rispettiva- 
mente per a%a''-',.. ja^*-*^'-*), quelle delle 6 rispettivamente per 6",6'-S...,&(P"*^^''""«\ 
quelle delle e rispettivamente in e** , c^'* , . . . , c^^'*^^*"""*^ , e cosi via via , avremo 
che T si muta in 



(ni40^^«.„ 



(-+0)a 



ui+o-f 



(T)« 






T,= 









\ 



/'^+0'\5«-H)-(P-f)r /'w»+8V|,H^-(p-.,)r 



(%^0)c-o 



(^jj^«)c-- 



/m+(n-l)8Vfl,+(p-.,),-r 



/m+ (n- 1 )8 V m+(ii-i)j-(p- i)f 
/m+(n-l>VflH.(»-f)» 



/fn+0Vfl»fo-(7-Or /'^+Ac«w-j-(7-.f)r ^ ^ /'wi+(n-l)8Vfl,-(»+|)j+(7-l)f 
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Il valore di questo determinante Ti si ottiene dunque da quello di T dividen- 
dolo per 



/-'-© , ,'->(0 , r "© , . . . , 



e si ha perciò 



X. . . X (6* - oT? (e* - af)«T X . . . X (e* - 6')PTf X 

Napoli Luglio 1876. 



'^»<M^MM^»^»MMMMMMM«^M^i ■ !■ » ■ » ■ ' 



• 
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SOPRA UN SISTEMA DI DUE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 
DI CUI L'UNA È QUELLA DEI FATTORI INTEGRANTI DELL'ALTRA 

NOTA 



DEL 



Dott. GREGORIO RICCI 



Uno dei pregi e delle tendenze più notevoli della moderna Analisi consiste nel 
sostituire per quanto è possibile nello studio delle funzioni alle loro espressioni le 
proprietà caratteristiche , che le definiscono. Avendo avuto occasione di studiare 
una recente Memoria del Sig. Jiirgens, in cui si dimostra per mezzo di lunghi 
calcoli un teorema relativo alle relazioni, che passano tra la forma d*un sistema 
speciale di integrali di una equazione differenziale lineare e quella di un sistema di 
suoi fattori integranti, ho pensato che esso si potesse più elegantemente e sempli- 
cemente dedurre dalla proprietà stessa, che definisce Tuna rispetto air altra due 
equazioni, di cui ciascuna è quella dei fattori integranti dell* altra. Ilo per conse- 
guenza preso a studiare le proprietà, che scaturiscono direttamente da tale defini- 
zione, stabilendo una legge di corrispondenza tra due sistemi fondamentali relativi 
alle due equazioni ed il modo, con cui dal sistema corrispondente al primo si può 
dedurre quello corrispondente ad un altro sistema qualunque, purché si conoscano 
i coefficienti della sostituzione, per cui gli elementi dell'uno sono espressi per 
quelli deir altro. È da questa legge che si deduce naturalmente la dimostrazione 
del teorema suindicato, dal quale come da altri due teoremi del Sig. Jiirgens, 
la cui importanza mi ha indotto a riportarne le dimostrazioni leggermente modifi- 
cate, ho poi dedotto senza difficoltà nei §§ Y e YI alcuni teoremi , alla cui dimo- 
strazione il Sig. Frobenius ha dedicata una sua Memoria. NelF ordine delle idee 
suaccennate panni specialmente notevole per la sua semplicità la dimostrazione del 

teorema XVI. 

1. 

Si sa che due equazioni della forma 
W ^" da;"-' +-+(-1)P»M-0 



)( 436 )( 



sono soddisfatte ciascuna dai fattori integranti dell* altra , e che se li è un inte- 
grale della (2), 1* equazione 



(3) 






i cui coefficienti si deducono da quelli della (1) mediante le equazioni 



(A) 



dx 



(MI,.) + Ml,.+, = Mp,.^.| 



(r = 0, 1, ...,n-2) 



è soddisfatta da n-1 integrali indipendenti (*) della (1) (••). Si sa pure che un'equa- 
zione della forma (1), in cui i coefficienti son monodromi in tutto il piano, ammette 
infiniti sistemi di n integrali indipendenti-^ che diconsi sistemi fondamentali (•**). 
Immaginiamo un sistema fondamentale (S) della (1), di cui facciano parte gli ele- 
menti d' un sistema analogo (S) della (3) : è evidente che questa é determinata, 
dato (S) e l'elemento di questo sistema, che non appartiene ad (S'). Per conse- 
guenza è determinato t, e per la prima delle (4) è pure determinato, prescindendo 
da un fattore costante, l'integrale delia (2), che serve a passare dalla (1) alla (3): 
reciprocamente, scelto un integrale M della (2) e preso M come fattore integrante, 
sono mediante le (4) determinati tutti i coefficienti della (3). 

Siano Vi Vi • ' 'Vn ?ii elementi d*un sistema fondamentale (S) della (1) ed 
M„_^4., l'integrale della (2) , che serve a passare dalla (l) all'equazione d' ordine 
n — I, cui soddisfano j/|, j/j ... 2/,._i , yr+i ... 2/»: sia l,^'^ il coefficiente della deri- 
vata (n - 1 — s)"** in questa equazione, suppostovi Iq^^^ = 1 , in guisa che si abbia 
per la T deUe (4) 



(S) 
posto 



D = 



I (r) _ ., (ilOgM,^.^! 



y^<«-.) y^in^) , . . y^ y^ 



Vi 



(«-!) 



Vt 



(»-l) 



• • • 2/t' Vt 



Vn^""^^ 



2/n^*~*^ •••!/« Vn 



(*) Chiamiamo indipendenti più funzioni, che non sono legate fra loro da alcuna 
equazione lineare omogenea a coefficienti costanti. 

(**) Giornale di Creile Voi. 75 Thomè Zur Theorie der linearen Differeniialgleichun^ 
gerij 51,3. 

(•••) Giornale di Creile Voi. 66 Fuch? Zwr Tfuorie der linearen DiirerentialgUichun' 
gen §. 2. 
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(6) »' = rf^Tcs^T, 



dy,' 



si ha pure, come è noto (*), 



(1) l/" = - ^. 



Dalle (5), (6) e (7) si deduce 



jp^ds dD 

%7 



(8) M,,,^, = C, e J^* :3;::^ (r := l , 2, . . . n) . 



Ora si consideri in vece del sistema fondamentale (S) un altro sistema pure 
fondamentale (S'), i cui elementi siano espressi per quelli di (S) dalle equazioni 

(9) Ur = c„, y, + Cj,^ 2/, + ... + c„„ y^ (r = 1, 2, ... , n). 

Si ìndichi con C il determinante di questa sostituzione, con A quello fatto colle 
ti come D Io è colle y , e con ^n-r^i l' integrale della (2) , per cui si passa dal- 
la (1) air equazione, cui soddisfano tt, , ii, . . . i^r-i » ^^r-^i • • • t^n* ^^ ^^^^ 



(10) N^^, = C; e* ,^, „_, 






Ora è evidentemente A = CD e quest' equazione diventa un' identità , se si so- 
stituiscono in D per le y e per le loro derivate i valori che si deducono dal si- 
stema (9) e dai sistemi derivati di questo. Si ha dunque 



di _ / dD dy/^^^) dD dy,("-^) dD dy,^''' '\ 



(11) 



Ln{ ^P ^ . dD dy^ dD dy^\ 

"" Vdy/** '*> dwy "^ dyi^''-*) dw,. "^ '•• "^ dy„^''"''> dMy/ 



Indicato con Yrj« il complemento algebrico di e^,, in C, il sistema (9) risoluto 
rispetto ad y, y2 . . . y» dà 

V, =-■ e (Tim W| + Tra <*l + - + T.ir tt„), (8 = 1, 2...W) 



(*) Memoria citata di Fuchs § 2. 

VOL. XV. 18 



^ 
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da cui si ha ~ = ^^y (s = 1> ^ ..n). Questi valori sostituiti nella (11) danno 

dUj, C 

,,9. di dP . dP . dP 



Poiché in ogni elemento d'un sistema (S) è arbitrario un fattore costante pos- 
siamo nelle (8) prendere C,. = 1, (r = l,2...?i), e allora le (8) (10) e (12) ci daranno 

Poiché ogni integrale della (2) é un fattore integrante della (I) noi abbiamo 
cosi dimostrato il 

Teouema I. Se y I Vz - • > y^ sono gli elementi d* un sistema fondamentale d'una 
equazione differenziale lineare e si indica con M,».^^., il fattore integrante, per cui 
si passa da essa all'equazione d'ordine n -- I, cui soddisfano y, , y2«-?/r-i»2/r+r- 
y^, ; M,, Mg ... M,, costituiscono per l'equazione de' suoi fattori integranti un siste- 
ma fondamentale. 

Vedremo che se si considera la (1) come equazione de'fattori integranti della (2), 
e si parte per questa dal sistema (M,,M2 • . . MJ, come per la (1) siam partiti dal 
sistema (yf,y2 » - - Vn) si ritorna di nuovo in questo sistema. Noi chiameremo per 
l'avvenire corrispondenti i sistemi fondamentali di due equazioni, di cui T una sia 
quella dei fattori integranti dell' altra , che stiano fra di loro come (y, y^ • • • yj 
ed (M,,M2 . . . M„). In questi due sistemi si potranno dire elementi corrispondenti 
y^ ed M,i_,.+| notando però che, onde l' espressione sia esatta, è necessario fissare il 
sistema, cui s'intende appartenere y^ od M;,.^^,. 

Supponiamo che per mezzo di M, si sia passati dalla (1) alla (3) : sì vede fa- 
cilmente che l'equazione dei fattori integranti di questa (*) 

r /i TU 

si deduce dalla (2) ponendovi M = Mj M,"* Mx , da cui si ha N=M| 3- ir ® 



posto 



d M,.+4 



(15) N,--=M,^^ (r=l,2,...n-t), 

che, poiché M|,M„...M„ costituiscono un sistema fondamentale per la (2), N^Nj-.N,.! 



(•) Giornale di Creile Voi. 76 Thomè Zwr Theorie der linearen Differenliàlgleickm' 
gen §. 1. 
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Io costituiscono per la (14). Per mezzo di N, e (purché questa espressione g' in- 
tenda convenientemente) si potrà anche dire per mezzo di Mj si passerà dalla (3) 
ad un' equazione d* ordine n-?, che ammetterà n-2 integrali indipendenti della (2), 
e cosi per mezzo di M, da questa ad un' altra d' ordine n - 3, cui soddisfino n - 3 
integrali indipendenti della (2) etc. 

In generale potrem dire che per mezzo di M, Mj-.-My^ si passerà dalla (1) ad 
un'equazione della forma 

che ammetterà n-h integrali indipendenti della (I). Il signor Thomè (•) ha dimo- 
strato che considerando Y equazione d' ordine /*, cui soddisfano M, , M, . . . My^ ed 
indicando con v, v^.-.v^^ A integrali indipendenti dell'equazione dei suoi fattori in- 
tegranti 

'd"~*i/ d""'*~*i/ 
( ' 1) 5^^ + 9i ^«-A-i + • • • + 9ii-fc !/ = e, V, 4- e, r, + . . . 4- e,, v,, 

dove e,, C2...Cy^ sono costanti arbitrarie, è l'integrale h^ della (1). Supponiamo che 
per mezzo di h integrali indipendenti della (2) MVU's-.M';^ diiTerenti daMpMj.-.M/^ 
si fosse riesciti alla (16) : indicate con w^jW^...tOf^ le funzioni corrispondenti per que- 
sto caso a t?i,T?,...Vy^ si avrebbe per integrale /i"® della (1) 

essendo c'|,c',...c\ costanti arbitrarie. Posto nelle (17) C| = t, e, = 0, = .., C;^ = si 
prenda un integrale della (1) , che la soddisfi : questo stesso integrale dovrà sod- 
disfare alla (18) per valori convenienti di c'i , c'^.^.c'y^ così che confrontando le (17) 
e (18), in cui s* immagini sostituito ad y l'integrale particolare, che si considera, e 
alle costanti arbitrarie dati i valori indicati , avremo v, espresso linearmente con 
coelllcicnti costanti per w^,w^. ,Wf^, e la stessa cosa può dimostrarsi per v^ , v^...Vf^. 
Dunque le equazioni dei fattori integranti di quelle, per cui sono sistemi fondamen- 
tali rispettivamente M|,M^...My^ ed M',,MV**M'y^ sono identiche, e quindi M'|,MV*M'y^ 
devono essere espressioni lineari a coeflicienti costanti di M|, H^.-.M^^. 

Abbiamo cosi dimostrato il 

Teobeva II. Se per mezzo di due sistemi di h integrali indipendenti deirequa- 
zioni dei fattori integranti d* un' equazione lineare d*ordìne n si giunge ad una stessa 
equazione lineare d' ordine ?i - /i, i cui integrali soddisfino tutti alla data, gli eie- 



(•) Luogo citato pag. 279. 
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mentk d' un sistema sono esprimibili linearmente a coedìcienti costanti per quelli 

dcir altro. 

Pel caso di /i = 1 questo teorema è stato dimostrato precedentemente. Si di- 
mostra pure che inversamente. 

Teorema III. Se per ridurre l'ordine d'un equazione lineare d'ordine n si fa uso 
di h fattori integranti indipendenti , oppure di h funzioni lineari a coefllcienti co- 
stanti di questi, si ottiene sempre la stessa equazione d' ordine n — ft. 

Supponiamo infatti che facendo uso di h funzioni lineari a coefficienti costanti 
di M, , Mj.-.My^ si giunga ad un'equazione diversa dalla (16), i cui coefficienti sieno 
q'„ q'i.-9n-A- Avremo un integrale h^^ della (1) sotto la forma 

Se si divide la (17) per Vi, si deriva e si moltiplica poi per v,, si ha un'equa- 
zione della sua stessa forma, in cui però h è cambiato in h — if e trattando que- 
sta similmente e cosi di seguito dopo avere applicato questo processo h volte si ar- 
riva ad un'equazione della forma 

d^+[?,+A(«')i5^+[9.+A(9.,«)ia^. + ... 

+ [7«-A + /«-/i(9ii7t--.7n-fc-i>v)]^+r»«,,^_,(?,,92---9ii-/iA') 

dove /). (7,, gj...?,, v) indica una funzione di g,, qf2--7«i '^u '^'i-^'^h ® ^^'1® loro de- 
rivate. Questa equazione deve coincidere colla (1). Trattando la (IT) come la (17) 
si arriverà ad un* equazione analoga , che non differirà da quella ora ottenuta se 
non per contenere le q' al posto delle q, e la quale pure dovrà coincidere colla (1). 
Dunque i coefficienti di queste due equazioni saranno gli stessi e si avrà q\ = q^ 
(r = 1, 2..,n). Questo teorema è stato dimostrato da Thomè nel luogo citato. 



U. 

Consideriamo sempre le equazioni (1) e (2), un sistema fondamentale qualun- 
que della prima (y,, t/a-y») ed il suo corrispondente (M,,Mt ..M„). Sia la (3) l'equa- 
zione, che ammette per integrali yiit/j.-.j/^^, , e 
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• 

dove M sarà un integrale della (2), il fattore integrante, per cui da quella si passa 
all'equazione d'ordine ?i-2, ctii soddisfano i/,, y* "ya-i' Dalla (1) si può passare a 
questa anche in un altro modo cioè costruendo prima per mezzo di Mj l'equazione 
d'ordine n— 1 , cui soddisfano y,, ya-J/n-j» Vn ^ P^i per mezzo. d'un fattore inte- 
grante 

dove z soddisferà alla (2) , passando a quella cercata. Però dev' essere (§ 1 , teo- 
rema II) 

(21) M2 = tti Mi 4- 02 M, z = 6, M, + 6» M , 

essendo a^, a^, 6, e 62 quantità costanti. Dalla prima di queste si ha 

(22) M = ÌM2-f*M,, 
e sostituendo questo valore nella seconda 

(23) . = (6,-£i^«)m, + *-IM,. 
Sostituendo i valori dati dalle (22) e (23) nelle (19) e (20) si ha 

.. ... d Ho «r d U| 

dove 6 e e sono costanti. Amendue queste formole dimostrano che, scelto un siste- 
ma fondamentale (1/1 Vz-'-Vn) d' un' equazione lineare, al quale corrisponda il sistema 
(M, M2...MJ , se per mezzo d' un elemento di questo , per es. di M, , si riduce la 
data ad un'equazione d'ordine ?i— 1, al sistema fondamentale j/, y^-'-yn^i di questa, 

corrisponde il sistema M| -z- TcriM,j- rj=5,...,Mi-j- rp dell'equazione del suo fattore 

QnJC Ju.| CLX Jm.| CltA/ Jm.| 

integrante. In questi due sistemi corrispondenti delle due nuove equazioni gli ele- 
menti corrispondenti sono y, ed M, ^^^* 

uOt/ Ju.| 

Si vede che applicando successivamente questo risultato si dimostra il 
Teorema IV. Siano 3/1 l/2.--yii gli elementi d' un sistema fondamentale d'un'equa- 
zione lineare ed M, Mj-.Mij quelli del sistema corrispondente. Per mezzo di li ele- 
menti di questo, che potremo supporre essere M,, Ms.-.M;^ (0, poiché torna lo stes- 
so , h funzioni lineari a coeiBcienti costanti di questi elementi ) si sia passati alla 
equazione d'ordine n-ft, cui soddisfano i/i^»-- y».*- L'equazione dei fattori iute- 
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granti di questa si può immaginare dedotta da quella della data per mezzo di suc- 
cessive trasformazioni, ed il sistema corrispondente ad y, i/,...2/„_;^ risulta degli ele- 
menti , che secondo tali trasformazioni derivano da M/^^, , M^^2 • • • M^. In questi 
due sistemi corrispondenti l' elemento corrispondente ad y^ è sempre quello, che de- 
riva da M„_,.+|. 

Poiché l'equazione (1) è per la (2) ciò che la (2) è per la (1) , è naturale il 
chiedere quale sia il sistema corrispondente ad (M|, M2...Ma), quando si consideri 
la (l) come equazione dei fattori integranti della (2). Per risolvere tale quistione 
poniamo il sistema (y,, 2/2---2/fi) .sotto una forma, che per la prima volta gli è stata 
data dal sig. Thomè (*). Si sa diggià che il sistema (j/iji/j.-y»)» come un sistema 
fondamentale qualunque d' un' equazione lineare, può mettersi sotto la forma 

se si pone 

il sistema (y, , i/t-*!/») ^^ presenta sotto la forma 

(24) y, = 1^1 , 1/j = :J,j|xr" 1x2 dx,...,i/^ = |x, [cte |ir* lAf- jiA«-r* l*» dx , 

che è quella datagli dal sig. Thomè. Questi dimostra pure nel luogo citato che, 
posto il sistema (y, , y»-.yj sotto la forma (24), jìl„~* soddisfa alla (2) ed è pre- 
cisamente [iLrt"* = M,. Il sistema (M,, M, ..MJ può mettersi esso pure sotto la for- 
ma (24) e però deve aversi 



(25) M2 = MjMr*9da;, 



essendo 9 una funzione da determinare. Per determinarla riflettiamo che ii«_i""' è 
il fattore integrante, per cui si passa dall* equazione d'ordine 7i-l, cui soddisfallo 

Vi 2/2 ••2/11-1 3. quella d'ordine n-2, cui soddisfano jd y2-y«-2» ^osì che deve aversi 

fi ivr 
(§ II, teorema IV) M| -r- |=-* = |a,j_,""* , equazione , che confrontata colla (25) dà 

9 = |i,i_i"*, cosi che si haM2 = jiL»''/|x„jiL„.|"* cte. Analogamente M3 si può mettere 
sotto la forma 



Ms = !Ar*/da; \l^ v-n^r^jv-n^t *daj, 



(*) Giornale di Creile luogo citato $. 1. 
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e siccome di più deve aversi 

d Mj 
-j d Mj d da; M, _^ _^ 
^dcbMi^'X!;""'*^"-* 
dx M, 

si trova subito ^ = V^n-t"* • Proseguendo con questo metodo si trova che al sistema 
(M„ Hj-.-M^) può darsi la forma 

(26) M, = t^-« , M2==|i«-*j[x„[Xn_.r*dx,...,M„ = |j,r'j*»Pnl^fl-2'*--^^^^ 

Di qui deduciamo che pi, cioè t/| è l'integrale della (1), per cui si passa dalla (2) 
air equazione , cui soddisfano M| , M2...M„_, , come M,, è quell'integrale della (2), 
per cui si passa dalla (I) all'equazione, cui soddisfano 2/2 l/s .-. y«. Se notiamo che 
r ordine in cui si prendono gli elementi dal sistema (y, j/j.-.i/») è arbitrario e che 
quindi 1/, ed M,^ son due elementi corrispondenti qualunque dei due sistemi d/uj/j-.y») 
ed ^M,, M2...MJ noi troveremo d'aver dimostrato il 

Teorema V. Se ad un sistema fondamentale (S) d' un' equazione lineare corri- 
sponde il sistema fondamentale (S') dell' equazione de' suoi fattori integranti, reci- 
procamente al sistema (S') di questa corrisponde il sistema (S) di quella. 

m. 

Sì sa che chiamansi punti singolari d' un' equazione lineare omogenea , in cui 
il coeillciente della derivata più alta si suppone ridotto colla divisione all' unità , 
quelU, in cui uno opiù de' suoi coelTicienti divengono inQniti. Il sig. Fuchs (*) ha 
dimostrato che se a è un punto non singolare d'una tale equazione e si chiama 
inlorno del punto a l'area del circolo descritto col centro in a e raggio eguale alla 
distanza di questo punto dal punto singolare più vicino, esistono n funzioni mono- 
drome finite e continue dentro l'interno di a, tutte indipendenti fra loro e che sod- 
disfano air equazione data. 

Il signor Fuchs (**) ha poi preso a studiare la forma, che questi integrali pren- 
dono nello intomo di un punto singolare ed ha dimostrato che se a è uno di questi 
punti esiste un'equazione* algebrica di grado n, da lui detta equazione fondamentale re- 
laliva al punto a tale, che ad ogni radice co di questa multipla dell'ordine {, preso per 

a uno degli infiniti valori differenti solo per numeri intieri di 5—. log w , corrispon- 



(*) Giornale di Creile Voi. 64. Zur Theorie der linearen Differeniialgleichungen §. 1,2. 
(•*) Luogo citato §,3. 
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dono l e non più di { integrali indipendenti deircquazione dato, che hanno la forma 

!/i = (2/"a)*9iM 

2/1 = (» - a)*[(F2,| + (p^,j logCac - a)] 



(6) 



yi = ix- a)* [(Pm + <fi,^ log (x - a) + . . . + 9^1 (log {x - a)) ]'-«, 

dove le 9 sono funzioni monodrome nell'intorno del punto a, e di più fra di esse sono 
indipendenti soltanto quelle, il cui secondo indice ò 1, mentre 9,.,, per 8>1, è espri. 
mibile linearmente con coefllcienti costanti per 9„| , 92H-'9r-iM- Così le radici dì 
queir equazione ci danno n integrali distribuiti in tanti gruppi della forma (6) , 
quante sono le radici disuguali delF equazione stessa , i quali costituiscono , come 
si dimostra, un sistema foudameiitale. Un integrale qualunque d* un' equazione li- 
neare, che abbia la forma d' uno degli elementi di (G) si dirà avere per esponente 
a : questo esponente è però determinato a meno d' un numero intero , ciò che ci 
permetterà di dire che gli esponenti di due integraU sono eguaU, quando lo siano 
le loro parti fratte e immaginarie. 

Se in ogni elemento del gruppo (G) il coefficiente della più alta potenza di 
log(a;-a) è differente da zero, il grado di ciascuno di essi rispetto a log(a; — a) è 
superiore di un' unità al grado dell' elemento antecedente. 

Se qualcuno di que' coefficienti è nullo il sig. J tir gens (*) ha dimostrato che 
il gruppo (G) può sempre supporsi risultare di tanti sottogruppi, ciascuno de'quali 
goda della proprietà accennata. Egli (**) dimostra prima il seguente 

Teorema YI. Se un' equazione lineare, i cui coeOicienti sono monodromi intorno 
a un punto a , ammette un integrale della forma 

i/,= (a;-a)»[9,+(i-l), ?,_, Iog(a5-a) + (t-1), <Pi_t(log(a5 - o))* + . . . + 

+ . . . + (l-l), 5,(log(a!-a))'-* + 9,(log(x-a))'-«l , 

essendo f, , <fi..-<ii funzioni monodrome intorno al punto a, essa ammette tutto il 
sistema d'integrali 

«, = (05 - a)* 9, 

u, = (» - o)»[<?, + e, log (x - a)\ 
(3) i M3 = (x - a)» {?, + 29, log (x - a) + <?, (log (x - a))*] 

iii = (05 - aY [<fi + (t- 1)i 9i-i log(x - a) + . . . + 9, (log {x - o))'-«J. 



(*) Giornale di Creile Voi. 80, Die Form der Integrale der linearen DifferentiaU 
gleichungen, 

(**) Luogo citato, pag. 151. 
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Immaginiamo un sistema fondamentale (S) , che risulti di tanti gruppi della 
forma (G) e consideriamone uno qualunque, che potremo supporre essere (6) stes- 
so. Se esso contiene almeno un elemento di grado l—\ rispetto a log(x-a), questo 
ci dà gì* integrali costituenti un gruppo della forma (r/), che sou tutti indipendenti 
fra loro , ma che debbono esprimersi linearmente a coefficienti costanti per quelli 
di (G), poiché r equazione di cui si. tratta, ammette solo l integrali indipendenti . 
che abbiano per esponente a. Se in vece l~[-h con /i > è la potenza massima, 
a cui si trovi elevato log(x-o) negli elementi di (G), noi possiamo immaginare que- 
sti distribuiti in l-h tali sottogruppi, che Yr^^ contenga tutti gli elementi di grado 
r-1 rispetto a log(x-a). Possiamo di più supporre che negli elementi del sotto- 
gruppo r"»<> , i coefficienti di ( log {x-a)y'* siano indipendenti fra loro, poiché, se 
questo gruppo risultasse dì s elementi, ed in questi si trovassero solo 8—t coefficienti 

di(log(2c-a)y"* indipendenti fra loro, sottraendo da t elementi "delle opportune 

espressioni lineari degli altri s-t^ ad essi si sostituirebbero altri integrali di grado 
inferiore ad r-1 rispetto a Jog(x— a), che apparterrebbero cosi ad un sottogruppo 
antecedente. 

Se gli elementi del sottogruppo (l-/t)™<> sono &, essi ci daranno k gruppi d*in- 
tegrali della forma (g) risultanti tutti di l—h elementi, che per la condizione posta 
sono indipendenti fra loro, cosi che dovrà essere k{l-h)<l. Possiam concepire un 

sistema fondamentale, che non differisca da (S) se non perché al gruppo (G) ne è 
stato sostituito un altro, che contiene i k{l-li) clementi ora trovati e, posto l - k{l—h)-d, 
se è d>0 , gli altri d elementi potranno sempre supporsi tali che in essi i coeffi- 
cienti delle più alte potenze di log(x-a) siano indipendenti fra loro e da quelli dei 
k{l'-li) elementi già trovati. Operando su questi d integrali come si é fatto sul gruppo 
(G) se i-/i|-l é la più alta potenza di log(x-a), che essi contengono, e questa si 
trova in fc, elementi si avranno altri A;, sottogruppi della forma (r/) risultanti cia- 
scuno di l-/i, elementi indipendenti fra loro e dagli altri k{t—lì), cosi che dovrà es- 
sere A(l-/i)rfe,(i-/i|)<l. Se questo numero é ancora <l si può seguitare collo stesso 

metodo finché non siasi raggiunto il numero l, cosi che al gruppo (6) può imma- 
ginarsi sostituito un gruppo, che risulti di tanti sottogruppi della forma (/;). 

Si indichi il nuovo gruppo con (G') : é evidente che il numero d' integrali in- 
dipendenti deir equazione, che si considera, i quali rispetto al punto a hanno per 
esponente a e sono di grado rispetto a log(a5 - a) é eguale a quello de' sotto- 
gruppi contenuti in (6'), numero, che indicheremo con n^. Si vede pure in gene- 
rale che indicando con n^ il numero de' sottogruppi di (G') che contengono almeno 
r elementi, il numero degh integrali indipendenti, che hanno per esponente d ri- 
spetto al punto a e sono del grado r-1 rispetto a log(x-a) é eguale a n|4-^?t+...-fn,. 
Supponiamo che con un processo diverso da quello da noi tenuto si fosse giunti 
a sostituire al gruppo (G) un gruppo della stessa forma di (G') per cui invece dei 

TOL. X?. 18 



numeri n,. si avessero i numeri n',. Indicando sempre con l— /i-l il grado massimo 
degli elementi di (G) rispetto a log(x-a) dovranno sussistere le equazioni 

ni + n, + . . . + n, = ti', + n', + . . . + nV (r = 1 , 2 , . . . I-h) , 

che ci danno 

nf^n'f. (r = 1 , 2 , . . . l-h). 

Dunque i numeri 7i| n, . . . n/_,, sono indipendenti dal metodo, con cui al grup- 
po (G) si sostituisce un gruppo della forma dì (G'). 

Evidentemente i risultati ora ottenuti valgono anche pel caso che a non sia un 
punto singolare, poiché allora T equazione fondamentale ha n radici eguali ad l,e 
si ha quindi un solo gruppo (G), che risulta di n sottogruppi della forma (g) , e 
di cui tutti gli elementi hanno per esponente 0. Noi abbiamo dunque dimostrato in 
generale il 

Tt CREMA YII. Se i coeflicienti d' un' equazione Hneare omogenea d'ordine n sono 
monodromi in un intorno abbastanza piccolo del punto a, essa ammette un sistema 
fondamentale d*integraU, i cui elementi sono disposti in sottogruppi della forma 



(ffi) 



Vt-i^" fl)* [92 + 9i Iog<a; - a)] 



y^ = (05 - a)* [?, 4- (I - 1)i 9/.! log(a;-a) + ... + ?, (log(a5 - a))'"»], 



essendo 9i , e, , . . . 9^ funzioni monodrome neir intorno di a. 

I sottogruppt per cui gli esponenti dei loro elementi diiTeriscono solo per nu- 
meri interi costituiscono un gruppo. 

II numero de' gruppi contenuti in un tal sistema, quello de' sottogruppi conte- 
nuti in ogni gruppo, e degU elementi contenuti in ogni sottogruppo , sono fissi e 
determinati, data T equazione ed il punto a. 

Noi chiameremo un sistema d*integraU della forma indicata sistema di Jurgens 
relativo al puvto d. 

Supponiamo che un'equazione della forma 

sia soddisfatta da n integrali indipendenti Viìft - - Vni che ih un intorno abba- 
stanza piccolo del punto a costituiscano un sistema della ferina di quelli di Jur- 



gens. Posto 



D = 



)UW 7< 






• ■ • 



Vi 
Vi 



!/<• 



(»-l) 



y» 



(»-t) 



3/« 



ed indicato con D^ il determinante, che si deduce da questo ponendovi al posto 
degli elementi della r°* colonna 2/1^"' , j/i*"^ , . . • -j/,/"' si ha 



(21) 



Pr = 



--Pr 



D 



(r=4 , 2, . . . n). 



Ora è facile vedere che dopo un giro intorno al punto a ognuno degli integrali 
ytVt ' ' Vn si cambia in una funzione lineare a coellicìenti costanti di tutti , cosi 
che dopo questo giro tanto D^ che D riescono moltiplicati per una stessa costante 
L Si deduce quindi dalle (21) che. Pi Pj . . . p„ sono funzioni raonodrome in un in- 
torno abbastanza piccolo di a. Cosi resta dimostrato il teorema reciproco del VII 
cioè il 

Teorema Vili. Se si hanno n funzioni indipendenti, monodrome, finite e con- 
tinue in tutto il piano, eccettuato un sistema di punti posti a distanza finita 1* uno 
dair altro, nell'intorno di ciascuno dei tjuali esse sono esprimibili linearmente con 
coelTìcienti costanti per n funzioni costituenti rispetto a quel punto un sistema di 

Jììrgens, quelle funzioni soddisfano ad un* equazione differenziale lineare a coefll- 

- • 

cienti monodromi d* ordine ?i. 

Le dimostrazioni qui date dei teoremi VII ed Vili non differiscono per nulla 
d* essenziale da quelle già datene dal sig. Jùr gens nella Memoria citata: noi però 
le abbiamo volute riprodurre perchè questi teoremi sono d' un' importanza capitale 
per le ricer^cjhe, che ci restano a fare. 

IV. 



Consideriamo un elemento qualunque y^ del sottogruppo (gf,) del § precedente: 
è facile vedere che, se io è la radice della equazione Tondamentale relativa al punto 
a, alla quale corrisponde il gruppo, cui appartiene il sottogruppo ^ , e si indica 
con {y^ ciò, che diviene y^ dopo un giro intorno al punto a è 

Siano (2/, , 1/2 . . . yòiVM » 2//*i •••!/«)••• ÌVm » Vm • • • l/n) ^"^^^ i sottogruppi 
formanti un sistema (J) di Jiir gens relativo al punto (a) per Tequazione (1), ed 
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M„ , M„_, , . . . , M„_|^.,, M„_/ , M„_;_| , . . . , M, gli elementi del sistema corrispon- 
dente della (2). Sia y, un elemento del primo sottogruppo, e per mezzo di M„.r+i 
si sia passati dalla equazione (l) alla (3), cui soildisferanno l/i !/*...• J/r-i l/r^-i-« -y»- 
Dopo un giro intorno al punto a questi elementi si saran convertiti rispettivamente 

ì^ (?/i)fy2) •••(!/ r-0(yr+i) ••• (y«) 5 ^ quindi l'equazione (3) nell'equazione, cui sod- 
disfano queste funzioni. Ma essa deve anche essersi cambiata nell'equazione, i cui 
coefficienti son dati dalle (4), ove si supponga messo (M,j_y^,) in vece di M. Dunque 
(M„_y^,) è il fattore integrante, che serve a passare dalla (1) all'equazione cui sod- 
disfano {yO(rjt) . . . (yr-i^yr+ì) • • • (y»)- Si ha dunque per la (13) 

essendo C^ una costante arbitraria e y,,,., Yj,^ ...Yn^fi complementi algebrici degli 
elementi del determinante della sostituzione, che dà le (y.) per le y,. La forma di 
questa sostituzione è data dalla (28) e dalle analoghe relative a tutti gli integrali 
yi j 2/t ? • • • > y» » cosi che si ritrova 



(MJ = A,(M„ - 2TriM^, + (2TrO*M„.,.+ ... + (- 1)'-«(2Tri)'-« M„_,^,)- 

Prendendo in vece del sistema M„./+| , M^_/+2...M„ il sistema N,!.,^., , N^.,^,,...,N^ 
essendo 

N,.,^,^ = (-l/^^ (r = 0, 1, 2,.:.,l-l), 

si vede facilmente che è 

(N„.^^) = A^_+» (N^4T + (»'-l)i 2TriN«.^^^, + (r-l)2(2T:0* K^i^^i+ ••. + 



Posto r = 1 , si ha 



da cui si deduce 



+ ... + (2TCir«N„.,^,). 



(N^^i) — A^ ^f^i+t 9 



N»-^fi = (oj - a)^^ , 
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essendo p =5^ log A/ e ^i una funzione monodroma intorno al punto a : questo ci 

dice che il sistema (J') corrispondente ad (J) contiene almeno tanti elementi di grado 
rispetto a log(x-a), quanti sono i sottogruppi di (J), e siccome la (I) sta alla 
(2) come la (2) alla (1) si vede che essa non ne può contenere di più: essi corri- 
spondono al sistema d'integrali della (I) risultante di tutti gli ultimi elementi dei 
sottogruppi del sistema (J). Per conseguenza ^n-i^i ^^ve contenere logaritmi e se 

d N 
si considera che , per quanto si è già dimostrato , N- 1 . , -, - ^.t ~'^^ deve essere 

della stessa forma di N„./^, , si conclude che essa non può contenere se non la 
prima potenza di log(a[j-a) moltiplicata per {x-a)^ ^i , così che si ha 

Nn-/-.i - (ac - a)P (4/^. , + ^i log (oc - a)) , 

e quindi A/., — A^. Analogamente si dimostra che è A|=Aj -. .= A/_,=Af e quindi 
immediatamente si deduce che il sistema (J') è un sistema di Jiirgens, il quale 
contiene tanti sottogruppi quanti ne contiene (J), e che di più ad ogni sottogruppo 
(jy) di (J) contenente l elementi ne corrisponde uno (.7') di (J') che ne contiene lo 
stesso numero e tale che il suo elemento r^^ corrisponde air elemento (i— r)°*® di (g). 
Ponendo 

l/i+i ^^^o yM='vJv^dXj ,?/« = v,jdac Vj . ..jv^^iàx 

y, = vJdx Va • • 'jdx'^n-ihn-i+i *» , , Vt = vJdx Vi . . . /v„ dx , 

è facile vedere che V| , Vj , . . . , v„ sono tutte della forma {x-a)\ con x funzione 
monodroma nelF intorno di a. Da ciò si deduce subito che deve essere 

essendo a T esponente ài y e ^ una funzione pure monodroma nell* intorno di a. 
Ma si ha come è noto (§. U) 

N C 

'^' ViV^...Vn 

essendo C una costante, e quindi l'esponente di N^.j^., è -a. Indicando dunque con 
w la radice dell'equazione fondamentale della (1) relativa ad a, cui corrisponde il 
gruppo, al quale appartiene un sottogruppo (g) di (J) e con io' quella dell' equa- 
zione fondamentale relativa ad a della (2) , cui corrisponde il gruppo di (J'} , che 



contiene il sottogruppo corrispondente a (g), abbiamo 

logw + logw' = , 

da cui co' = — . Da ciò si deduce che tutti i sottogruppi d'uno stesso gruppo (7) di 

(J) hanno per corrispondenti de' sottogruppi di (J') appartenenti pure ad uno stesso 
gruppo (Y), e che le radici delle equazioni fondamentali delle (1)e(2) relative ad 
uno stesso punto, cui corrispondono (y) e (Y) sono reciproche l'una dell'altra. 
Riassumendo abbiamo dimostrati i seguenti teoremi : 

Teorema IX. Le equazioni fondamentali relative ad uno stesso punto per due 
equazioni, di cui l'una è quella de* fattori integranti dell'altra, sono le trasformate 
a radici reciproche Tuna dell'altra. 

Teorema X. Il sistema corrispondente ad un sistema di Jiirgens, è un sistema 
della stessa forma. Agli elementi d'un gruppo d'un sistema corrispondono nell'altro 
elementi, che costituiscono tutti e soli uno stesso gruppo: due gruppi, come questi, 
si dicono corrispondenti, e gli elementi dell'uno hanno un esponente eguale e di 
segno contrario a quello degli elementi dell'altro. Se in un gruppo si considerano 
tutti gli elementi, che costituiscono un sottogruppo, vi corrispondono nel gruppo 
corrispondente tutti e soli gli elementi, che costituiscono un sottogruppo. Due sot- 
togruppi tali si dicono corrispondenti, e se essi risultano ciascuno di [ elementi, al- 
l' elemento r"*® dell'uno corrisponde l'elemento (l-r+ì)^^ dell'altro. 

Pei sistemi di Jùrgens relativi ad uno stesso punto di due equazioni, di cui 
runa è quella de'fattori integranti dell'altra, i numeri de' gruppi contenuti in cia- 
scuno di essi sono eguali fra loro, e cosi pure quelli de' sottogruppi contenuti in due 
gruppi y e degli elementi contenuti in due sottogruppi corrispondenti. Una parte di 
questi risultati è già stata ottenuta nella Memoria citata dal sig. Jiirgens, però 
con altri metodi e con calcoli laboriosissimi. 

V. 

• 

Passiamo ora ad applicare le teorie svolte fino ad ora alla dimostrazione dei 
ppncipali teoremi, a cui il Sig. Frobenius è pervenuto in una Memoria da lui 
inserita nel giornale di Creile (*). 

Chiamiamo perciò riducibile un' equazione lineare omogenea d' ordine n a coef- 
ficienti monodromì, se essa ha comi\ne almeno un integrale con un'altra equazione 
della stessa forma e d'ordine m<n; irreducibile, se ciò non ha luogo. 

Indichiamo brevemente con 
(1) P=0 



(*) Voi. 76.. .Ueber.Jni^fiucibUUdi linearen Differentialgleiplkunghen, 
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una tale equazione, che abbia comune con un' altra dèlia stessa fórma 

(2) - Q=0 

d'ordine m<^n, l e non più di { integrali indipendenti. Siano y, j/a-.-y^ un sistema 

di questi integrali, che soddisfano sì alla (1) che alla (2): essendo a un punto qua-' 
lunque del piano, un elemento di questo sistema, per esempio y,, potrà mettersi 
sotto la forma 

Vi = {X'Qp [/;,» + A„ logix - tt) + . . . -H fi^^i(^og(x - a))^*"*] + 



+ (05 - afr [a., + /2,r log(a; - o) + . . . + /^^^^ (iog(aj - a))^^"*] , 

essendo a, , a^^.^.a^ numeri complessi differenti fra loro più che per numeri intieri, 
e le /* funzioni monodrome neirintorno del punto a. É facile vedere che tanto la (I) 
quanto la (2) debbono ammettere gli integrali 

ti, = (05 - o)*' [f,,! + /2„ log(aj - a) + ... +/;^^i(log(x - a))'*"*] 



w, = (X - afr J/; ,^ + z;,^ log (X - a) + . . . + /;^^^(log (oc - a) )'' ^] , 

poiché ciascuno di questi sarà esprimibile per gli elementi d'un sistema di J ur- 
ge n s relativo al punto a, sia della equazione (I) che della (2). 

Nello stesso modo otterremo da y^ì/r-'Vi delle funzioni tutte della forma di «,, 
w,, ... ti^, che soddisfano tanto alla (1) quanto alla (•?) e fra cui evidentemente 
( e non più di l devono essere indipendenti. Noi possiamo dunque considerare in- 
vece del sistema y, , 2/2 . • • y/ nn sistema n^ , «,,... w, di { integrali indipendenti 
comuni alla (1) ed alla (2), che siano tutti della fortna di u^. Fondandosi sul teo- 
rema YI e procedendo come si fece per la dimostrazione del teorema VII si dimostra 
che al sistema (U| t/^ . . . Ui) se ne può sostituire uno della forma d*un sistema di 
Jurgens relativo al punto a, e che consti di { elementi, che soddisfino tanto alla (1) 
quanto alla (-2). 

Possiamo dunque concludere che per ogni punto del piano si hanno l integrali 
indipendenti comuni alle equazioni (1) e (2) distribuiti in un certo numero di sot- 
togruppi di Jurgens: poiché evidentemente gli elementi d*un tal' sistema relativo 
a un punto a, avendo le (1) e (2) solo I integrali indipendenti comuili, sono aspri- 
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mibili linearmente con coefficienti costanti per quelli d'un sistema relativo ad un altro 
punto qualunque a^, richiamando il teorema YIH. (§ 3; noi abbiamo dimostrati i 
seguenti teoremi. 

Teorkha XI. Se un*equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti mo- 
nodromi d' ordine n è riducibile, per ogni suo punto singolare esistono sistemi di 
Jurgens, da cui possono separarsi / elementi (essendo (< n) che formano ancora 
un sistema della stessa forma, e ciò in modo che gli elementi d*un sistema così se- 
parato per un punto singolare siano esprimibili Unearmente con coefficienti costanti 
per quelli d*un sistema analogo relativo ad un altro punto singolare qualunque. 

TEonEMA XII. Reciprocamente, se questa condizione è soddisfatta, Y equazione 
data è riducibile. 

Teobema Xin. Se due equazioni 1* una d* ordine n 1* altra d* ordine m < n hanno 

comuni l e non più di l integrali indipendenti , amendue ammettono tutti gli inte- 
grali d'un* equazione d'ordine L 

Se è m=n, poiché le due equazioni date non coincidono, deve essere l < n. 

Se è m < n deve essere I < m; se è l=rn le due equazioni d'ordine l ed m coin- 
cidono, cioè quella d* ordine n ammette tutti gli integrali di quella d'ordine m; se 
è I < m, le due equazioni d'ordini n ed m ammettono tutti gli integrali d'unc- 
quazione d'ordine inferiore a quelli di ciascuna di esse. 

Corollario. Un'equazione riducibile o ammette tutti gli integrali d' mi' equazione 
irriducibile, o non ne ammette alcuno. 

Evidentemente nel primo caso Y ordine dell' equazione irriducibile deve essere 
inferiore a quello Hella- riducibile. 

Teorema XIV. Ogni equazione riducibile anunette tutti gli integrali d'un'equa- 
zione irriducibile. 

Abbiamo visto che un'equazione riducibile d'ordine n ammette tutti gli inte- 
grali d' un' equazione d'ordine n, < n: questa o sarà riducibile o no: nel secondo 
caso il teorema è dimostrato: nel i® essa ammetterà tutti gli integrali d'un' equa- 
zione d'ordine n2 < n,, che soddisferanno pure all'equazione data d'ordine n. Pro- 
seguendo cosi, poiché i numeri n, iii, n^. . . sono decrescenti e tutti >0, si vede 
che si dovrà in fine arrivare ad un'equazione irriducibile, i cui integrali soddisQno 
tutti all'equazione data d'ordine n. 

Il Sig. Frobenius s'occupa di determinare le condizioni necessarie e sufficienti 
affinchè un'equazione della solita forma (prescindendo da integrali, che difTeriscono 
solo per fattori costanti) possegga un numero finito di integrali, che dopo un giro 
intorno ad un dato punto a si convertano in sé stessi moltiplicati per una quantità 
costante. 

Noi abbiamo avuto occasione di occuparci di tale questione e sappiamo che tali 
condizioni possono riassumersi nel modo seguente. 

Teorema XV; Affinchè un'equazione della solita forma ammetta un numero finito 
d'integrali, che girando intorno ad un punto a si convertano in sé stessi moltipli- 
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catì per un fattore costante, è necessario e sufllciente che un sistema di Jiirgens 
relativo ad a per quella equazione sia tale che ogni suo gruppo risulti d'un solo 
sottogruppo.' 

In questo caso quel numero non è che quello dei gruppi contenuti nel sistema 
dì Jurgens. 

VI. 

Supponiamo che l'equazione (1) (§, V) sia riducibile ed ammetta quindi (teore- 
ma XIII) tutti gli integrali d' un' equazione ('2) (§. V) d'ordine 7n<7i: immaginiamo un 
sistema (SJ di Jurgens relativo a un punto singolare a della (1), di cui facciano 
parte gli elementi d'un sistema analogo (S^') della (2). Questi si troveranno distri- 
buiti nel sistema (SJ in diversi sottogruppi, di cui costituiranno i primi successivi 
elementi e quindi (§. lY) gli elementi ad essi corrispondenti nel sistema (ÌIJ corri- 
spondente ad (SJ saranno gli ultimi successivi dei rispettivi sottogruppi. Ne viene 
per conseguenza che riducendo per mezzo degli elementi del sistema (S^') l'equa- 
zione dfti fattori integranti della (1) si otterrà un'equazione d'ordine n-iiij cui 
soddisfe ranno n — m integrali costituenti un sistema di Jurgens, e i cui coeflì- 
cienti saranno quindi (teorema YIIl) raonodromi. Abbiamo dunque: 

Teorema XYI. Se un' equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti mo- 
nodromi d'ordine n ammette tutti gli integrali di un'equazione d'ordine m della stessa 
forma, T equazione dei suoi fattori integranti ammette tutti gli integrali di un'equii- 
zione della stessa forma d'ordine n-w. 

m 

Pisa, Novembre 1876. 
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SOPRA LA TEORIA DELL'ELIMINAZIONE ALGEBRICA 

PER 

CESARE ARZELÀ 

{Conlinuazione e finCf Vedi pag. 85) 

Vili. Abbiamo dunque stabilito la forma dell' equazione finale, e indicato come si 
possa determinarne il grado, quando pel sistema di tutte le equazioni pailioolari 
proposte, e per un altro sistema, che si forma da quello considerandovi una equa- 
zione e una variabile di meno, sia soddisfatta la condizione (y). 

Importa, che ritorniamo un momento sopra questo punto. 

Si prenda nuovamente in considerazione il sistema delle equazioni generali 

(I) ?. - 9,-0 ?,_, -- ?„ - 

tra le n variabili 

col gradi rispettivi 

Si consideri inoltre separatamente il sistema 

■ 

(IO) 9. = 0, . . . ,?„_/- 

tra le Xj , X3 , . . . , cc^ ; in esso i coelTIcienti saranno funzioni della x^. 
Una qualunque delle 

m - 771, 17lj . . . 7?l„_, ??i„ 

soluzioni appartenenti alle (1) si può intendere composta associando un valore di 
Xx a una delle 

771 
= 771, . . . 77*n-« 

soluzioni, che il sistema (IO) ammette rispetto alle ccj , oc^ , . . . , a;^. 
Il sistema delle equazioni part^icolari comprese nelle (I) sia sempre 

(9) ?po = » » 9»-no = , 9,.,o = 

e tra esse scegliendone opportunamente ?i-l si formi il sistema 

(II) ?i>o = , 9j,o = , , (p^_,.^> = 

tra le X, , ajj , . . . , 05^ pel quale sia verificata la solita condizione (7) : cioè, delle 

m 
— = 777. m« . . . T7i-_, 

777„ ' * " ' 

soluzioni del sistema (10), quando da questo si passa al precedente ne rimangano 
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p composte di radici, che siano funzioni algebriclie della a;, le quali possono ces- 
sare di essere finite e determinate solo per valori particolari della variabile ; nelle 

altre p le radici componenti divengano tutte infinite o indeterminate a cagione 

dei valori particolari attribuiti ai coefficienti , cioè , indipendentemente dal valore 
della SD,. 

Facilmente si vede come ciò possa accadere. 

Se pei gradi 

171, y Tllj 9 ...... , '"fi — 1 

delle 

rispetto alle x^ , x, , . . . , x^ si verifica qualcuna delle disuguaglianze 

le equazioni (H), per quanto riguarda le 05^ , ccj , . . . , aC;, si possono intendere 
comprese nelle 
(iO') *o,' = 9t' = 0, ,?n-/ = 

generali e complete rispetto alle stesse variabili e aventi i gradì 

771/ , w)/ , m,' , , m„_,' 

e giacché il passaggio dalle (10) alle (11), si può distinguere nei due successivi 
dalle (10) alle (10') e dalle (10') alle (11), cosi intanto per lo sparire dei termini 
di grado superiore a 

frit , wi/ , , wi„_,' , 

nelle corrispondenti equazioni, si perdono 

Vìe nim . . , tn.M 

soluzioni nel passaggio dalle (10) alle (10'); e inoltre, a cagione dei valori parti- 
colari attribuiti ai coefficienti nel passaggio dalle (IO') alle (11), epperò indipen- 
dentemente da qualsiasi valore attribuito alla x^ , potranno perdersi altre solu- 
zioni in 

Ciò posto, rammentando come si può intendere composta una qualunque delle 
soluzioni in 

del sistema generale 
(i) ?i = 0,92 = 0, ,?„., , 9^=0 
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quando da queste si passa alle 
(3) 9oo = j » 9«-Po = , 9„,o = 

se per questo passaggio non si suppone, che si verifichi la condizione (7) : si com- 
prende come possa accadere che alcuna delle anzidette soluzioni si riduca ad essere 
composta di un valore finito e determinato di a?, associato a una delle soluzioni in 

perdute dalle 

(10) 9i = 0, ,9fi-f = 

nel passaggio da queste alle 

(11) 9i.o = » » 9ii-i>u = 0. 

Ora il porre che si verifichi la condizione (y) pel passaggio dalle (10) alle (II) ò 
suificiente, come vedemmo, perchè si possa costruire la 

P,,o'' V = F('-^ (oc,) 

• 

funzione razionale intiera della ac, : ma nel caso che non si suppone che si veri- 
fichi pure l'analoga condizione (7) pel passaggio dalle (I) alle (3), se allora esistcnui 
valori della oc, come quelli sopra accennati , essi non potranno essere radici (Jclla 
equazione 

F(^)(sc,)-0. 

Pel modo stesso, com'essa 6 costruita, ha per radici solamente quei valori finiti e 
detcrminati della a;, , pei quali una delle p soluzioni (12) soddisfa anche alla 

dunque non ha per radici quei valori di ac, , se ve ne sono, che nel passaggio dalle 
(1) alle (3) rimangono associati a una delle soluzioni perdute nel passaggio dalle 
(10) alle (11). 

Quindi se pel sistema 

(1*) 9fJo > 92»o » • • • j 9«-f»o 

è vera la (7) rispetto alle 



sì potrà costruire la 



•^2 5 *^i > • • • > *^H 



Pvo'' V = F(«) (X,) 
funzione razionale e intera di x^ ; ma non si potrà dire che la 

F(*)(aj,) = 
sia r equazione finale in x, relativa al sistema proposto 

(9) 9ito = , 9ro = » • • • > 9n-i»o = > 9nio = 
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se non quando si yeriflchi la condizione (7) anche per questo sistema, il che è suf- 
ficiente per escludere che esistano per la a?, valori come quelli precedentemente 
descritti. 

IX. Un esempio in cui si vegga la esistenza degli anzidetti valori, e come essi 
non siano radici della equazione costruita come la precedente, lo si può avere anche 
considerando un sistema di due equazioni. 

Abbìansi le due seguenti equazioni generali 

9, = ay^ + (òac+c )j/* + ((iae*+/xf flf )y -h {px^ikx'^+ìx-rm ) = 

(1) 

9j = aY + (fc'a5+c')t/* + {d'x^^rx+g*)y + (p'aj'+fc'ocHrcc-hm') = 

Le due equazioni finali in t/ e in ce sono di nono grado: e se si facesse a=a'-0 
si troverebbe che nell'una sparisce il termine di nono grado e l'altra si riduce 
identicamente a zero: eseguendo per questa l'analisi del Serret, che esponemmo 
a principio, e di cui egli fa nel suo hbro applicazione a due equazioni di secondo 

■ 

grado, per le quah è posta l'ipotesi analoga alla precedente, si otterrebbe anche 
per la x un'equazione finale, che si riduce all'ottavo grado per la soppressione 
d'un fattore. 

Ed è invero evidente, che per a=:a' = 0, in una delle nove soluzioni apparte- 
nenti alle (1) la radice y diviene infinita e la x indeterminata. 

Del resto che, fatta l'ipotesi a-a'-O, le equazioni finali relative alle equazioni 
cosi ridotte siano ciascuna di ottavo grado , lo si può far vedere costruendole di- 
rottamente coir applicare il processo qui esposto e che in questo caso si riduce a 
quello di 3Iinding. 

Le due equazioni proposte comprese nelle precedenti siano dunque 

9„o = (to+c )y- -f (t/x* -hfx +(/ )y + (px^ -{-kx' +fx-\-g ) - 
9s,o = (6'aJ+c')y* + {d'xHf'x ^-gjy + (p'x'+fc'x* f roc+flf') = 0. 
Le i/i , 2/2 sono le radici y delle 9i,o = (la quale qui sta invece del sistema 

9„o = ....... , 9n.,,o = 

^''^1 caso generale); l'equazione finale in x sarà 

F(x) = {bx + c)2 9,,o (2/1) 9210 (J/2) = 0. 
I gradi delle y, e y^ rispetto alla x si determinano ponendo 

y = ttx'* + . . . 
nella 91,0 = : dopo questa sostituzione i più alti esponenti in x nella 9,,o sono 

1 + 2/1 , 2/1 , 2 + ft , 1 + /i , 3, 2, i 
si vede, che il valore /i = 1 rende 

1 + 2/è = a + h = 3 
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e iuiii gli altri inferi(/ri : prendiamo dunque 

y = i/jc - . . . : 

sosiimc-iido n^'lhi e, • fjividendo per la luassinia puieuza di a:, e facendo j-= ac si 
trova p''r determinare la n l'equazione 

hU' -f (ire + /* - ; 

a\endo questa due radici w, ,«2 diverse da zero, avremo dmique 

y, = ii,x + w,V*' + 



J/j = WjX + Wj'x''" -f 

li/ e t/,' essendo costanti e 

h' <\ , ir < 1 : 
ed ora è manifesto, die il {rrado della F(j;) è 

2 + 3-^3 = 8. 

Vediamo jier quella in y. 

Se si cliiumaiio x, , .r. . j -^ le tre radici x della 5,,(, = 0. l'equazione iiuale in 
j/ sarà 

1 pradi delle .r, , j\ , j-^ rispetto alla 1/ si trovano jionendo nelhi Cp^, 

i più alti es]H)nenti delia y dopo la sostituzione saranno 

//-ri? ,2, ì- ^h . 1-r// , U 3/< ,2/k 

ì) > alt «re /* - 1 rende 

/< - ó: =- 1 -^ 2/< = Sii 

f"* tmu ^\\ u\\v\ inferiori: prendiamo dunque: 

X - Vìi - . . , 

^^jvv.ninIo al >iohU' per <teternnnarc la u avremo J'euuaziuue: 

lì ir - (/ir — ^ll :^ H 
> l\o ev^ lotloodo In \ìu\\c\ •« (i, ri dà li due 1. . \^ per le quali onerremo 

r»M M\tMS^ Ih w^ >\ v?ulve ,; t^:5<?^uìniu. o!»f st s. fs ^4 = (» si ha 
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e tutti gli altri inferiori ; quindi si può prendere 

e per determinare la costante, a cui si riduce u per y - oo, si trova T equazione 

6u + e = 
ebianiando u^ la radice di questa si ha 

JU-» —— l«» ' L' I • • • 

Dunque la F(j/) 6 dì grado 

3 + 3 f- 2 :^ 8. 

Sia per l'osservazione, clic noi vogliamo fare, è necessario scrivere distesa- 
mente ciascuna equazione fmale ; lo faremo qui me<lianle il calcolo delle funzioni 
simmetriche che entrano in F(.t) e in F(y). 

Avrenno primieramente 

F(a?) ■= {Ix + 0* (?j(j/,) cpofi/,) = 

= (/ X 4- c)2 [(t'ac + c')-y .'.y.^ + {b'x ^ e') ((i'x^ + r^ 4- o') (yC'ì/t ^ IhVt') + 

-f {b'x f e') (p'x^ + /c'x» + l'x + W) ry'* 4 y^*) -h 

+ (d'x^- + f'x + flfVy.yi + (d'oc» + T^J + f/') (p'x^ + fc'as' + ...) (y, + y,) + 



4- (j'X' + fcas* + te + m)M = 



Ora 



, 2_ (px^4-fcx^+te+m)» 
?/i 2/i - (6x+c)* 



, , (px'+*x*+te+?n)(daeH/ac+É^) 
l/i'2/i + Vt^Vi = Vi2/2(2/i + 2/2) = - '-^^ JbxW^ 

t/.* + y,* = (y. + y.)*-2y.y,= -^^—-^-2 g^^:^:^; 

^•^* "" 6x+c 

_ dx^+fx+g 
Vi 1 2/2 - 6x+c • 

Si vede così nuovamente che la F(x) è di ottavo grado. 

Poniamo ora 6 = e = ; la F (x) non si riduce identicamente a zero , ma di- 
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venta questa 

-f (6'x + e') ip'x^ 4- fc'cc' + l'x + m'} {dx^ + /x + 3)* = 
ovvero 

(ò'jxJ+C) I (6'x+c') (pacHfcxHte+m)« ~ (d'acHr^+ffOC^aj^+raJ+g) (p«'+fcx*+...)f 
(X) 

che è pur sempre di ottavo grado ; ed ò soddisfatta se 

h'x -I- e' - ; 

ora r ipotesi 6 = 0-0 fa diventare infinita una seconda radice // delle 9,-0 oltre 
quella clie già lo ò per a = ; e vediamo clie pel valore x ---r anche la e, - 

acquista una seconda radice y infinita ; si ha dunque una soluzione delle equazioni 

b' 
generali che si riduce a essere composta del valore x = -y associato alla radice 

y infinita , che le 9, - ha acquistato per la ipotesi 6 = e -- , e quindi indipen- 
dentemente da qualsiasi valore di ce,. 

Perciò l'equazione finale in y per l'ipotesi 6=ic -0 dovrà ridursi al settimo 
grado. Vediamolo. 

Per brevità si ponga 

dt/ 4- fc = B d'y 4- fc' = B' 

by^-hfy+l =C by + fy + V =C' 
cy* + 9y + wi= D c'y* + g'y + m' = D' , 

e col segno £ si intenda di indicare una funzione simmetrica delle radici Xt^XtjXy 
Si avrà 

F (y) = P' 9» (a?,) ?» (Xj) <p, (0^3) = p» j 6'3 {x^Wx,^) + p'* B' (2 x^W^^^) + 

+ p'B'^{lx,^x^W) + />"C' {^.x^W^Ù + p'G'^i^x.^x^x;) + p'*D' (Sflc.'xj») + 
+ p' D'» (2 x,3) 4- p' W C (S x^'x^'x^) 4- p' B' D' (2 aj,^^,*) 4- p' C D' (2 Xi^ac^) + 
4- B'^ix.W^i^) + B'* C'CSflc^^aj^'x,) 4 B' C'«(2xi'aj,x,) -f- B' C J)'(Lx,^) 4- 

4- C» (aj^x^cca) 4- C'« D'(2x,x,) 4- C D'«(2x,) 4- D'» | = 0. 

Ora in un quadro posto a pag. 20 del libro di Faà di Bruno si hanno calcolati 
i valori delle funzioni simmetriche, che compariscono nella espressione precedente: 



si ha : 
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nn 3 of» 3 or» 3 — __ ____ • 

•*'l "«'1 •»'» — ^<J » 



V s B*C BD „ C* 

i X.' X* = 2 • 



2^ «Z/A «A/* «A/« — « • « 

P P 



2 x,*x»»x,»= -^ 



ali D* B 



*« u/| SC^ •'Cj — 



CD 

P* 



T , D' B»^„D'.C' 

p p* p* 



id jC| 0/2 2C3 — 



BD 

P* 



I Xj'oe, 



s^ s — 



C» ,BCD^,D* 

p3 jr p* 



2 05,* Xj 



p* p 



2: X,' 



= _B1^3BC_3D 



p. 



P* 



V 



y _ ^ 

»* Uux Suo £C« — "*" """" 

\ 1 t p 



„ 3 . _ BCD , D* 



2* Q?! S/2 — ~~~ 



e 

V 



V 3 1 BC» ^B'D^CD 



2 X, 



B 

P 



Ora osservando che C e D sono funzioni di secondo grado in y, la precedente Y{y) 
si vede che è di ottavo grado : ma se si fa b = e = 0, non si annulla identicamente 
ma si riduce al settimo grado, perchè C e D divengono funzioni di primo grado. 
Ecco dunque, che, quando oltre ad essere a = sia anche b = e = la equazione 
finale in x è di ottavo grado, e quella in 1/ di settimo. 

Ora vediamo che se si applica direttamente il processo di Minding alle due 
equazioni 

9no = {^^ + fx + g)y-\- (px' + ftx* + te + 7») = 

9i,o = (fc'a;+c')2/* + (d'x- + rx^g')y + (//xHft'x«+l'xf m') - 

si trovano due equazioni entrambe di settimo grado. 

I"^ 9i9o ^ precedente ammette una sola radice y finita e determinata, che è 



y-^^ 



px^ + fcx* -hlx + m 

Cix» + /X -r flf 



Sostituendo nella f^io ^ moltiplicando pel denominatore che vi comparisce si ha 
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r equazione in x : 

+ {dxHfx-^gy (p'xHk'x*+rx+m') = 

che è appunto di settimo grado, e dal confronto di questa con la (X) si Tede, che 
ciò accade per la mancanza del fattore b'x + e' : e cosi 1* equazione ottenuta col 
processo di Minding non ci dà quel valore finito e determinato di x, , che nel 
passaggio dalle 9, = , ^^ = ^ ^Ue 

rimane associato a quella radice y infinita, che la 91 acquista indipendentemente 
da qualsiasi valore di x, per la ipotesi 6 = = 0, e che la 9^ acquista appunto 
per quel valore di x^. 

Facilmente con lo stesso processo si può anche vedere che r equazione finale 
in 1/ è di settimo grado, come già si è trovato. Tralasciamo di farlo, perchè non 
offre nulla, che meriti di essere notato. 

Si vede quindi che anche nel caso di due equazioni il processo da noi esposto 
e che si riduce a quello di Hinding può condurci ad un'equazione che non am- 
metta per radici tutti i valori che una delle variabiU conserva finiti e determinati 
nel passaggio dalle due equazioni generali alle due particolari proposte ; bisognerà 
quindi anche per due equazioni vedere prima che la condizione (7) è verificata 
almeno che non esistono valori come quelli considerati precedentemente. 

Faremo ora rispetto ai predetti valori di Xi un* osservazione, che ci sarà utile 
in seguito. 

X. Poniamo che oltre all'essere verificata la condizione (y) pel sistema 

(T) ?i,o = , . . . . , 9^_2,o = , 9,«„o = 

lo sia anche pel sistema 

tra le stesse variabili 

e che il sistema di tutte le (n) equazioni 

9i.o = I • • • • » ?ii-2>o = » 9nJt = 
tra le 

Xf , Xs , • • * • y Xn 



X 163 )( 

se per esso ora non si pone che sia yera la (7), ammetta, come abbiam visto che 
è possibile, una soluzione in cui a?i finito e determinato sia associato a una delle so- 
luzioni perdute dalle (T). 

Diciamo qui per brevità che il sistema ammette una tale soluzione invece di 
dire, che quando si passa dalle equazioni generali alle particolari una delle solu- 
zioni di quelle si riduce a essere composta in quel dato modo. 

Coi soliti segni 

or» ' /y» ' <>» ' 

«/f •A'S •*/« 

(p) aj,^»> ac,^*) »„(« 



aj,<P) cc,(P) a5«(P> 

si denotino le (p) soluzioni finite e determinate delle equazioni (T) : coi seguenti 

(? ) ^25* 3B3,j 05^,2 



si indichino le {f') soluzioni analoghe per le (T'). 
Una soluzione delle equazioni generali 

si può intendere composta associando un conveniente valore di x, a una delle so- 
luzioni del sistema 

(T,) <p,=0 , 9^ = , , 9ii-i = j <Pii-« = 

ovvero a una di quelle del sistema 

(T,') 9, = 0, ,9^., = 0,9^ = 

rispetto alle variabili 

Dunque, se esiste ima soluzione che nel passaggio delle equazioni generali alle par- 
ticolari si riduce a un valore finito e determinato di x^ associato a una soluzione 
perduta nel passaggio dalle (T,) alle (T) : quella stessa soluzione sì dovrà anche 
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considerare come composta associando Io stesso valore di a?, a una delle soluzioni 
(f') o a una di quelle che si perdono nel passaggio dalle T,' alle T'. 

Dimostreremo ora che essa non può comporsi associando quel valore di Xi a 
una delle soluzioni perdute nel passaggio dalle T/ alle T'. 

Infatti ciò signiQcherebbe che come nel passaggio dalle T| alle T cosi anche 
in quello dalle T/ alle T' in una delle soluzioni in 

che si perdono, sono le stesse radici che divengono infinite e le stesse che diven- 
gono indeterminate a cagione dei valori particolari attribuiti ai coefficienti costanti 
nelle T/ e T| , cioè, divengono tali indipendentemente da qualsiasi valore attribuito 
alle a?|. 

Ma se ciò accade in ciascuno dei due passaggi ora detti, è manifesto che quando 
dal sistema di tutte le n equazioni generali si passa alle n particolari proposte in 
una delle soluzioni in 

indipendentemente da Xi diventano infinite o indeterminate quelle stesse delle 

Xf f U(/ 3 ,•.••••, Xfn 

che diventavano pur tali nei passaggi anzidetti : dunque associato a una soluzione 
perduta contemporaneamente nei passaggi dalle T| alle T, e dalle T/ alle T', è x, 
ìndetermmato. 

Epperò se nel passaggio dalle n equazioni generali alle particolari proposte in 
una delle soluzioni di quelle un valore finito o delerminaio di x^ rimane associato 
a una delle soluzioni perdute dalle T| : per quel valore di x^ divengono tutte in- 
finite indeterminate le radici componenti una delle soluzioni (p')* 

Non è però vera la reciproca. La proprietà ora dimostrata per l'anzidetto va- 
lore di Xj potrebbe far pensare che esso sia radice dell* equazione 



costruita adoperando le soluzioni (p') invece delle (p) e la fi,.«,o invece della ?«,«: 
ma facilmente si vede che non è. 

Infatti sono radici della precedente equazione quei valori finiti e determinati 
di CD, , pei quali una delle soluzioni (pO soddisfa anche alla ?„«,,o- nia se per un 
valore della CC| una delle soluzioni (p') coincide con una di quelle che si perdono 
nel passaggio dalle T, alle T indipendentemente da qualsiasi valore di x, , è ma- 
nifesto che non sarà necessario che quel valore della x^ soddisfi alla precedente 
equazione. 

La condizione, cui esso deve soddisfare, sarà determinata più innanzi. 
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Abbiamo ancora un'ultima osservazione a fare intorno alla costruzione dell'e- 
quazione finale. 

Posto sempre, che si avveri la condizione (7) pel sistema 

potrebbe accadere che una delle soluzioni (p) soddisfacesse identicamente , cioè , 
qualunque fosse se,, alla ?n)o = 0. 
Se anche pel sistema 

Of 50 = , . . . . , ?«.j,o = , 9„,o = 

si verifica la (7) nel caso predetto una delle soluzioni (p) coincide, qualunque sia 
Xi , con una delle soluzioni (p')» 
Allora è manifesto che: 

P„o^' V = FW (X,) = 

è identicamente soddisfatta, giacché uno dei fattori di Y, quello cioè in cui è stata 
sostituita la detta soluzione, è identicamente nullo. 
In luogo del sistema proposto 

?f >o = , . . . . , 9«.|,o = , 9„,o = 
consideriamo per un momento il sistema 

?i>o = , . . . . , 9».„o = , 9„,o + A = 

dove A è una costante arbitraria. 
Quella fra le soluzioni del sistema 

9i>o = ,...., 9n-i,o = 
che soddisfaceva identicamente alla f 1^,0 , non soddisferà più alla 

9,1,0 + A = 0. 
Ciò posto, relativamente al secondo sistema 1* equazione analoga alla precedente sarà 

Fj'Kx,) = p„o^X9n,o' + A)(?,,.o" + A) (9„,o<P) + A) = 

denotando con 

i risultati ottenuti sostituendo successivamente nella 9,1,0 ciascuna delle (p). 
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Si avrà 



-. M. ' 



+ A*.2:9„o'?«,o"...?«,o^P-*) + j = o 

e giacché uno dei fattori 

ad es. 9„,o^*^ è identicamente nullo, così nella espressione di F^^*\x,) spariranno 
tutti i termini contenenti quel fattore, e si ridurrà 

Va^'Kx,) =p„o^ j A5„o' 9,,o" . . . 9»,o^-*^ 9.,o^'"*^ • . . 9n.o^^^ + 

+ A» j . . . j + AM . . . I + j = 

dividendo per A 

Fa(*)(x,) =p„o*^ 9„; 9».o"...?n,o^-*^ 9ii,o^'"'^.-.9».o^P^ + A l-.} -h A« 1-..} + . . . = 
se in questa si fa A =0 si ottiene F equazione 

e questa sarà la vera equazione finale relativa al sistema proposto, se per questo 
e per quello dedottone aggiungendo la costante A alla cp«,o si verificherà la (y). 
Or dunque si vede che, quando una delle soluzioni (p) sodisfa identicamente alla 
9n,o = si deve comporre il prodotto V di tutti i fattori ottenuti sostituendo nella 
9fi9o successivamente ciascuna delle soluzioni (p) tranne quella. 

Importa notare che una soluzione siffatta può esistere anche se pel sistema di 
tutte le n equazioni proposte fosse verificata la (7) : basterebbe che una delle so- 
luzioni (p) in cui nessuna delle radici componenti sia costante (se ciò fosse si 
avrebbero radici finite e determinate associate ad altre indeterminate) coincidesse 
con una delle soluzioni (pO : associando ad essa un valore qualsiasi di x, si a?rà 
pel sistema proposto una soluzione, in cui tutte le radici sono indeterminate : la 
2C, sarebbe completamente arbitraria e ciascuna delle altre dipenderebbe da questa. 

Il caso, qui trattato, può presentarsi anche per un sistema di due sole equa- 
zioni tra X e 1/ : basterebbe, che esse ammettessero un fattore comune, che fosse 
funzione delle due variabili. 

XI. Rimane per ultimo che ci occupiamo a ricercare un criterio per cui si ri- 
conosca, se per un dato sistema d'equazioni è nò verificata la condizione (y). 
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La questione presa in questo suo aspetto cosi generale non è qui risoluta : 
solamente è indicata una via che può in molti casi condurre allo scopo. 
1. Sia dunque il sistema proposto quello delle equazioni 

W 9i»o = > > 9ii-t»o = , 9,,_„o = , ?,,o = 0. 

Pongasi primieramente che la condizione (y) sia verificata per ciascuno dei due 
sistemi 

(T) 9„o = , . . . . , 9«..2,o = , 9._„o -= 

(T'^ 9!»o = , , ?,.„« = , 9,,^ = 

quando vi si considerano come sole variabili le 

Se p soluzioni finite e determinate, sinché ac, è qualunque, delle (T) siano indi- 
cate colle notazioni solite : 

(?) a,<«) Xj^*) x„(*) 

a5,(P) aca^p) x^(P) 

quelle delle (T') siano : 

Se per le proposte (ic) si ha una soluzione in cui un valore finito e determi- 
nato di se, sia associato a valori infiniti o indeterminati per tiitte le altre variabili 

1 J •*'3 » • • • • J •*'« J 

questi valori sono quelli , che, pel detto valore di x, , assumono le radici compo- 
nenti una delle soluzioni (p), ovvero, costituiscono una'^delle soluzioni perdute dalle 
(T) indipendentemente da x^ , cioè intendiamo dire una delle soluzioni che si per- 
dono indipendentemente da Xi nel passaggio dalle equazioni generali 

Ti = , 9, = , , 9^.4 = 

alle (T) ; epperò , per quello che già dicemmo, sono i valori infiniti o indeterminati, 
che per il detto valore di X| assumono le radici componenti una delle (p')- 
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Sia Po il primo 'coefficiente delle equazioni finali relative al sistema (T) ; Qo 
quello relativo al sistema (T) ; affinchè una delle radici x^ , che entrano a com- 
porre le soluzioni (p) divenga infinita per un certo valore di as, , è necessario e 
sufficiente, che per quel valore di X| sia Pq = ; dicesi altrettanto per ogni altra 
delle 

Si richiederà F analoga condizione per la Qo, affinchè siano, per un valore di 
X, , infinite le radici che compongono una delle (p^- 

Affinchè per un dato valore di x, , divenga indeterminata una delle radici x, 
delle (p), se l'equazione finale in Xi del sistema (T) è 

PoXaP + P,a;jP-«+ = 

si richiede che per quel valore di x^ si abbia 

Po = ; P, = 0; 

analogamente dicasi per ciascuna delle altre radici delle (p) : ed altrettanto, perchè 
siano indeterminate le (p'). 

Da tutto questo si conclude che 1* essere sodisfatta almeno una delle due con- 
dizioni 

Po = Qo = 

è necessario, non però sufficiente, perchè esista una soluzione in cui un valore fi- 
nito e determinato di X| sia associato a valori infiniti o indeterminati per tutte le 
altre. 

Se non esistono soluzioni in cui un valore finito e determinato sia associato a 
una delle soluzioni perdute dalle (T) o dalle (T'), in tal caso, affinchè esista una 
soluzione in cui uh valore finito e determinato di x^ sia associato a valori infiniti 
indeterminati per tutte le altre, giacché per esso debbono divenire infinite o in- 
determinate tutte le radici componenti una delle (p) e contemporaneamente quelle 
componenti una delle (p*), sarà necessario che siano sodisfatte ambedue le 

non sarà però sufficiente, perchè, se esse sono sodisfatte, tutte le equazioni finali 
sia del sistema (T), sia del sistema (!') acquistano una radice infinita; ma non ne 
segue che tutte queste radici infinite siano associate in una stessa soluzione delle 
proposte giacché il valore di X| che sodisfa le due 

P« = , Qo = 0; 

può essere una radice multipla dell* equazione finale in x, del sistema (ic). 
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Raccogliendo le cose sin qui dette si ha : 

Se è costante una delle due Po o Q<^; allora, delle soluzioni in cui Xi finito 
e determinato è associato a valori Infiniti o indeterminati per tutte le altre non ne 
può esistere alcuna se non di quelle, che è possibile comporre associando un va- 
lore di acj a una delle soluzioni perdute dalle (T) o dalle (T') : se ambedue P^ e 
Qo sono costanti non ne può esistere in nessun modo. 

2. In una soluzione delle equazioni (ir) la x, abbia un valore finito e deter- 
minato : e delle altre alcune, non tutte , siano infinite o indeterminate ; le rima- 
nenti sieno finite e determinate. 

Ciò significa, che al valore predetto della ce, non è associata una soluzione 
perduta delle (T) né una perduta delle (T') : quindi fra le (p) e contemporanea- 
mente fra le (p') vi ha una soluzione, le cui radici componenti per quel valore di 
se, assumono i valori che abbiamo detto : quindi, giacché alcune sono infinite o in- 
determinate é necessario che siano sodisfatte le due 

Po = , Qo = 0. 

Questa osservazione congiunta al teorema precedente ci fa concludere : 
Se si verifica la condizione (y) cosi pel sistema (T) , 'come pel sistema (T') , 
quando vi si considerano come sole variabili le 

Xf X3 • . • . . . 05j, , 

e sono costanti i primi cocflicienti delle equazioni finali cosi dell* uno come delFal- 
tro sistema, allora, pel sistema di tutte le equazioni proposte t: non può esistere 
alcuna soluzione in cui la Xi abbia un valore finito e determinato e delle altre , 
alcune anche tutte abbiano valori infiniti indeterminati. 

Quello che qui si é detto relativamente alla ae, , lo si può ripetere identica- 
mente per qualsiasi altra variabile: si ha quindi il metodo seguente per ricono- 
scere se la condizione (y) si verifica per un dato sistema (ic). 

Si facciarfo tutte le combinazióni della classe (n-1)* delle n variabili : si con- 
sideri uno dei gruppi, e si vegga se si possono costruire , scegliendole fra le n 
date, due sistemi ciascuno di n — ì equazioni, pei quali, rispetto alle variabili del 
gruppo considerato, si verifichi la (y) : si costruiscano le risultanti dei due sistemi 
che si ottengono dai due precedenti riducendo ciascuna equazione alla parte omo- 
genea e di più alto grado rispetto alle dette variabili : per ciascuno degli ?i gruppi 
di variabiU si faccia altrettanto , notando però che una stessa coppia di detti si- 
stemi di n-ì equazioni può valere per più anche per tutti i gruppi di variabili; 
se accadrà che le risultanti ottenute per ciascun gruppo come sopra si è detto 
siano tutte costanti, ciò sarà sufficiente perché la condizione (y) si verifichi pel si- 
stema delle n equazioni proposte. 

Il ricercare se si verifica la condizione (y) per un dato sistema lo si fa dipen- 
dere dall' esser vera la stessa condizione per un sistema contenente un'equazione 
voL. XV. 52 
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e una variabile di meno, ma dal verificarsi la (7) per un dato sistema non deriva 
necessariamente, che essa si verifichi pure per un sistema, che si forma da quello 
considerandovi un'equazione e una variabile di meno. 

3. Oltre all'esser vera la condizione (^) pei sistemi (T) e (T') rispetto alle 

variabili 

pongasi che sia pur vera la stessa condizione per ciascuno dei tre sistemi 

(0 ?iio = , . . . . , ?«.3,o = , 9n-ì»0 = 

(0 9ije = , . . . . , <fn-i'o - , 9„.,,o = 

d") 9po = » J ?ri-3>0 -= , Cp,„o = 

quando vi si considerano le sole variabili 

*^S > *^^ J • • • • 5 *^ti' 

Siano Rq f ^0 1 1*0 i Pi'ì^i coefficienti delle equazioni finali relative ai sistemi 
(0 (0 (O rispettivamente. 

In una soluzione delle proposte (t:) la x^ e Xj abbiano valori finiti e determi- 
nati a, e a2 e delle altre alcune anche tutte siano infinite indeterminate. Ciò 
significa che al valore x, = a^ npn è associata una soluzione perduta delle (T) nò 
una perduta delle (T') ; quindi fra le soluzioni {0) ve ne ha una e contemporanea- 
mente una fra le ((>') le cui radici componenti pel valore x, — a, assumono i va- 
lori predetti, cioè, la X2 = »% e le altre i valori che abbiano supposto associati 
ai due 

. X| =^ fl| , X| = d^ • 

quindi per quel valore x, :^ a^ saranno intanto sodisfatte le due 

Inoltre, giacché pel sistema (T) è verificata la (y) una delle (p) si può inten- 
dere composta associando un valore di x^ a una delle soluzioni che, per F ipotesi 
fatta, ciascuno dei sistemi (0 ^d ({') ammette rispetto alle 

X3 X4 ..•».. X||« 

Dunque fra le soluzioni del sistema (J) e cosi pure tra quelle del sistema (0 
ve ne ha una, le cui radici componenti divengono, alcune anche tutte, infinite 
indeterminate quando si faccia 



X, = a» , Xj = a 



2 ) 
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quindi questi valori costituiscono una soluzione comune alle due 

Bo = S, = 0. 
Con ragionamento analogo si prova che lo sono anche delle due 

S„ = T„ = 0. 

Se B, = 0, So = 0, Tg - debbono dunque ammettere una soluzione comune 
x, = a, , SBt = «t , e il valore Xi = ci, deve essere soluzione delle due 

Dunque, il non essere sodisfatta Tuna o T altra o entrambe queste condizioni 
è sufficiente per escludere che vi- siano soluzioni in cui a valori finiti e determinati 
delie aj| , x^ siano associati, per alcune o per tutte le altre, valori infiniti o inde- 
terminati.* 

Se la condizione (y) si verifica pel sistema (T) e pel sistema (l) (U) (l") e 
non pel sistema (T'), allora si vede facilmente che il valore ac, = a^ deve essere ra- 
dice della Po = : e i due valori x, = a, x, = o, debbono sostituire una soluzione 
comune alle due 

quindi 1* equazione finale in x, del sistema di queste due equazioni tra le variabili 
X, , Xf deve avere una radice comune colla 

Po = 0. 

Se non si verificasse la condizione (y) né pel sistema (T) nò pel sistema (T'), 
ma solo pei sistemi (l) ((') (D, aflinchè esistesse una soluzione come quella consi- 
derata, sarebbe necessario che i due valori 

fossero una soluzione almeno di una delle tre 

Ro = , So = , To = 0, 

quindi se R© , So , T^ fossero tre costanti, ciò sarebbe sxtfficienle per escludere che 
esistono soluzioni in cui le due x, , x, abbiano valori finiti e determinati e delle altre 
variabili alcune o anche tutte, siano infinite o indeterminate. 

L' anaUsi che qui abbiamo solamente tracciata , è , come di leggieri si com- 
prende, suscettibile d'un più ampio sviluppo: tenteremo di raggiungerlo in un pros- 
simo studio : nondimeno essa può già essere utilmente applicabile. 
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Ci rimane a fare un* ultima osservazione. 

In fine del § X osservammo che fra le soluzioni del sistema 

?i50 = , 9»»o = , . . . . , <ff^i,Q = 

ve ne poteva esser qualcuna, che sodisfacesse identicamente alla <?»,o = 0. 

Non sappiamo indicare un criterio pel quale si possa a priori, in ogni caso 
riconoscere ciò con sicurezza ; il mezzo , che si presenta più ovvio , è quello del 
sostituire nella ?„,o gli sviluppi ottenuti per le 

flc,(') a5,w flc.w 

in funzione della oc, ; se il coefficiente della più alta potenza di x^ nella 9„,o dopo 
la sostituzione non è identicamente nullo, ciò è sufficiente per escludere che la so- 
luzione precedente soddisfi, qualunque sia a;, , alla 9^,0 = ; ed è manifesto che 
per ciò, basta sostituire i soli primi termini degli sviluppi anzidetti. 

XII. Non sarà inutile aggiunger qui una facile^ applicazione del processo esposto. 

Sia dato il sistema delle tre equazioni : 

m 

+ pz* + qxy + rxz + szy + te + uy -h vz f o, =0 

(gt = aV + c'z^ + dxy^ + e'xz^ + f'yx^ -|- g'yz'^ + etc =0 

?5= b'Y + cV + d" xy^ + e"a5z* + n/»* 4- etc =0 

i coefficienti a , 6 , d , ; a' , e' , d' , ; 6" , e" , d" , 

siano qualunque, ma, giacché le equazioni sono incomplete, non si potrebbe affer- 
mare, secondo il teorema di Bézout, che il grado dell'equazione finale relativa 
a una delle variabili sia 27. Applichiamo dunque il processo qui spiegato. 
Delle variabili ac , t/ , 2 si hanno i tre gruppi 



^y ] xz ; zy; 



si considerino i due sistemi 



(T) 9, = 9j=0 

(T') 9, = 9, = 

per ciascuno di essi si verifica la (7) rispetto alle variabili del primo dei tre pre- 
cedenti gruppi. 
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Infatti si considerino prima le due variabili x e y : di esse si hanno i due 
gruppi X e y ciascuno formato di una sola variabile : rispetto al primo gruppo 
cioè rispetto alla x si hanno i due sistemi 

9, = e ?t = 

ciascuno formato di una sola equazione pei quali è vera la (y) ; giacché , quando 
si tratta di un» sola equazione con una sola variabile la (y) è sempre vera; inol- 
tre, r equazione finale in x per ciascuno di questi sistemi è la stessa equazione 
9, = pel primo ; la 9j = Q pel secondo, e i primi coefTicienti sono rispettivamente 
a ed a' costanti : quindi pel sistema 

<p, = U 9, = 

non esistono soluzioni in cui un valore infinito delle x sia associato a un valore 
finito delle j/.. 

Rispetto poi all'altra variabile y è vera la (y) per -ciascuna delle equazioni 

9, = e 9t = ; 

ma i primi coefficienti di esse non sono ambedue costanti : però in questo caso si 
può osservare, che Tuno essendo una costante b, 1* altro una funzione della x 
d'x 4- n', e però non ammettendo essi una radice comune , potrebbe solo esistere 
una soluzione che nel passaggio dalle equazioni generali del 3^ grado in x e y 
alle due date 

9^ = , 9, = 
si riducesse a essere composta del valore 



n' 



associato a una delle radici y perdute dalle 9i = 0: ma ciò non è, perchè questa 
contiene il termine 6t/» eppcrò nessuna delle sue radici y è divenuta infinita nel 
passaggio anzidetto. 

Possiamo anche osservare, (come è manifesto, e come deriva da quello che di- 
cemmo al n*^ 1 del § XI) che la condizione necessaria e sufficiente, affinchè due 
equazioni a due variabili ammettano una soluzione, in cui una di queste abbia un 
valore finito e determinato, e l'altra sia indeterminata, è, che ordinate le due equa- 
zioni rispetto alla seconda variabile, tutti i coefficienti cosi nell'una come nell'altra 
abbiano un divisore comune che sia funzione della prima variabile ; e questo evi- 
dentemente non si verifica per le due equazioni ora considerate. 



)( m )( 

Per tal modo rimane completamente provato che pel sistema 

q,, = 9, = 

tra le variabili x e y sì verifica la condiziope (y)- 
Giacché le due equazioni 

contengono le variabili j/ , a? in condizioni analoghe a quelle con cui le 

contengono le x , i/ , cosi , applicando il ragionamento fatto precedentemente , si 
proverebbe, che è pur vera la (y) pel sistema 

?i = 05 = 

tra le variabili x , y. 
I due sistemi 

(«) ?* = ?, - 

(«') 92 --=0 ?3 = 

rispetto alle variabili z,x offrono le stesse condizioni, che i due precedenti rispetto 
alle variabili x , y : dunque per ciascuno di essi si verifica la (y)- 
Dicesi altrettanto dèi due sistemi- 

(n) 9s = <^ 9i = 

(>!') 93 = 9t = 

rispetto alle variabili y y z. 

Infine, se si riducono le equazioni 

9i = ?j = 

ciascuna alla sua parto omogenea e di più alto grado rispetto alle x , j/, si vede 
subito che la risultante delle due equazioni cosi formate è una costante : altret- 
tanto si verifica per ciascuno depli altri sistemi T' , 6 , 0', ?i , ?i', quando in ciascuno 
si riducono le equazioni , che lo compongono , alla loro parte omogenea e di più 
alto grado rispetto a quelle variabili, per le quali in quel sistema si verifica la (7). 
Dunque pel sistema delle tre equazioni proposte 

9i = 9j = 93 = 
si verifica la condizione (y). 
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Ciò posto, se si dinota con P^ una costante , con p il numero delle soluzioni 
finite e determinate del sistema 

?i = 92 = 

rispetto alle variabili se e y, l'equazione finale in z del sistema proposto sarà 
della forma 

(0 P*9j(^iyi) 9a(a5pyp) = 0. 

Determiniamo il numero p. Esso è il grado dell* equazione finale in a? o in i/ 
del sistema (T) : questa equazione finale in i/ sarà della forma 

P-<r»(Xi)?i(a5i)?i(a53) = 

u essendo una costante, e x, , x, , x, le tre radici se della ?■ = ; giacché questa 
è completa rispetto alle due x , ]/ e a coefficienti qualunque , cosi sappiamo , che 
le sue tre radici x sono di primo grado rispetto alla 1/ : il. che ci mostra che la 
precedente equazione finale è del nono grado ; dunque si ha p = 9. 

Determiniamo ora i gradi rispetto a z 4elle radici componenti le soluzioni. 



Pongasi perciò 



X = tu'* : y = VJ2*^. 



La serie degli esponenti di z dopo la sostituzione è : 
nella 91 : 

3/1 , Jfc , /i+2fc , h+2 , A;f2/i , fc+2 , l+2/i , l+2fc , /H-kfl , 2 , 2fc , etc. 

nella 9^ : 

3A , 3 , /i+2k , h+2 , /c4-2/i , k+2 , 1+5/* , l+2k , h+k+1 , 2 , 2/i , etc. 

Ora se si eguagliano i primi due in ciascuna serie, si ha 

3/4 = 3fc 
3/1 = 3; 

d' onde /i = ft = 1 ; e si vede subito che per tale valore di /i e di k si hanno in 
ciascuna serie i primi nove esponenti eguali tra loro e superiori a tutti gli altri. 
Prendiamo dunque 
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u e V sono, come è noto, variabili, che per 2 = oo si riducono rispettivamente alle 
costanti u' e v' differenti da zero. 

Le equazioni che determinano n' , v' sono : 

cp/ = au'^ 4- bv'^ + duV^ 4- /vV« + /lu'* -f fti;'* 4- /u'i;' + eu' + j/u' = 

9,' = a'i^'* + d'uV« + rW* + Vu'^ + feV* + Tii'v' -f c'ei' + g'v' + e' = ; 

vediamo quante soluzioni composte di valori finiti determinati e diversi da zero 
queste ammettono, 

Prima mostriamo che per esse si verifica la (y). 

I coeflìcienti delle potenze più alte in u' sono costanti ; nel caso di due equa- 
zioni come s'è visto, ciò è sufliciente per escludere che esistono soluzioni in cui 
un valore finito e determinato di v' sia associato a u' infinito indeterminato : i 
coefficienti delle potenze più alte in v' sono 6 e d'u' + &' : vi potrebbe dunque so- 

k' 
lamente essere una soluzione, in cui il valore ia' = — -— fosse associato a una delle 

d 

radici v* perdute dalla f / = ; ma, giacché questa è completa in v' , cosi non ha 

perduto alcuna radice. • 

Dunque si verifica la (y) pel sistema 

La forma dell* equazione finale in u' è 

Q essendo una costante e v/ , v^' , v^' le radici in v' della 9/ - 0. 

Per determinare i gradi di queste radici rispetto alla u', poniamo al solito 

Dopo la sostituzione gli esponenti della u' nella e/ sono : 

3 , 3fc' , 1 + 2fc' , fc' + 2 , 

2 , 2/c' , 1+ &' , 1 , fc' ; 

eguagliando i primi due, si ha &'= 1 ; e si vede che per tale valore di k' 1 primi 
quattro esponenti risultano eguali e tutti gli altri inferiori ; dunque prenderemo 



v' = \iu'. 



La costante \i.' a cui si riduce la variabile ;jl per m'-cx> , è determinata dall'equazione: 

che ha tre radici finite e determinate e diverse da zero; quindi le tre v^' ,v^'^v^f 
sona ciascuna del primo grado rispetto alla u' ; il grado della (£|) è dunque 9. 
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Perciò le 9j' = 9t' = ammettono nove soluzioni w' , v', finite e determinate: 
inoltre nessuna delle radici componenti è nulla ; 6 manifesto primieramente alla 
sola ispezione delle 9/ - 0, 92' = 0, che esse non potrebbero essere soddisfatte dalle 
soluzioni 

e neanche può esserci una soluzione, in cui sia zero una sola ; se fosse u' = 0, il 
valore di V associato ad essa, dovrebbe essere radice comune delle due equazioni 

W^ 4- gV f e' = 

ed essendo i coefllcienti b yk ^g y k' ^g' ,& ^ supposti qualunque , queste non am- 
mettono radici comuni : se fosse 1;' = 0, il valore di u' associato dovrebbe essere 
radice comune delle due 

au'^ + /tu' + e = 

a'u'3 4- /i'u'2 + e'tC -h e' = 

e queste pure, per l'anzidetta ragione, non hanno radici comuni. 

Concludendo si ha, che le radici componenti le nove soluzioni in oc e y delle 

9i = 9, = 

sono tutte del primo grado rispetto alla z. 

OsserTando poi, per la ragione dei coefflci *nti qualunque, che nessuna di queste 
soluzioni sodisfa identicamente alla 9, = 0, cosi rimane chiaramente dimostrato che 
il grado della (s) è 27. 

Però il sistema proposto 

9« = 9i = 93 = 
ammette ventisette soluzioni finite e determinate. 

S. Stefano di Magra. Settembre 1816. 
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SUL CONCETTO DI COPPIA IN CINEMATICA 

PEL 

D/ DINO PADELLETTI 



(Conlintiazionc , vedi pag. 110). 

§. 7. Metodo delle evolute. 

Se sopra una curva y avvolgiamo un filo, flssandovelo i>er una delle sue estre- 
mità, svolgendo poi il filo e mantenendolo sempre teso, cioè tangente alla curva 
7, uno qualunque dei suoi punti descrive una evolvente di y- Lo stesso accade evi- 
dentemente se, in luogo di fissare T estremità del filo, supponiamo che nel tratto 
per cui il filo giace sulla curva l'attrito fra l'uno e l'altra sia tanto forte da non 
permettere fra essi nessun movimento relativo. Finalmente possiamo imprimere al 
filo e alla curva 7 un movimento comune : allora un punto del filo percorre rela- 
tivamente alla curva 7 ancora una sua evolvente, mentre agli occhi dell'osserva- 
tore, che non partecipi a questo movimento comune , ha un moto affatto diverso. 

Immaginiamo ora due curve a f le quali ruotando intomo ai centri A B for- 
mino coppia, cioè rimangan costantemente tangenti, e tracciamone le evolute y e S 
che sieno ad esse invariabilmente legate, e quindi ruotino pure intorno AB. 

Le a p avendo in ogni posizione una normale comune, le evolute 7 e 8 avranno 
costantemente una tangente comune, che passa per il punto di contatto delle curve 
primitive; quindi se fissiamo opportunamente a due punti della y e della 6 un filo, 
questo filo si avvolgerà su una di queste curve svolgendosi dall'altra e reciproca- 
mente, e un punto di esso coinciderà costantemente con il punto di contatto di 
a e p. 

Possiamo allora sopprimere queste curve a e p, e affidare la cura di trasmet- 
tere il movimento alle due evolute y e 3 riunite da un filo (*) ; chiameremo queste 
evolute Pulegge e la combinazione formata da due pulegge e dal filo che le riu- 
nisce Coppia di pulegge ; in Meccanica pratica il rappresentante fisico del filo sarà 
una cinghia, una corda, una catena, un sottil nastro di acciajo etc. S'intende che 
per tutto il tratto, lungo il quale il filo si avvolge su una delle pulegge, deve es- 
sere colla medesima in quiete relativa. 

Nelle condizioni in cui ci siamo posti sarebbe impossibile il trasmettere un 



(*) Willìs. Princìples of mc^chanismen, 3. edits p. 35. 
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movimento in modo contìnuo : il moto sì arresterebbe infatti quando le pulegge 
Sion venute in una tal posizione, che il punto della puleggia condotta, ove è fissata 
r estremità del filo, sia giunto alla minima distanza dalia puleggia conducente. Pos- 
siamo però invece di fissare il filo per le sue estremità, profittare dell* attrito per 
mantenerlo aderente alla periferia delle pulegge. Potremo cosi farlo avvolgere sulla 
7, condurlo poi su una puleggia ausiliaria mobile sollecitata costantemente da una 
forza (p. es. un peso) che mantenga il filo sempre nello stato voluto di tensione, 
farlo passare sulla S e ricondurlo sulla y - avremo cosi un filo continuo e teso che 
abbraccia le due curve. Soltanto quando le pulegge son circolari e girano intorno 
ai loro centri di figura, si può condurre direttamente il filo dall'una all'altra senza 
bisogno di apparecchi tenditori. 

Abbiamo dunque il teorema 

Una coppia di curve tangenti può esser sostituita da una coppia di pulegge, 
purché i profili di queste pulegge sieno le evolute delle curve date : 

Reciprocamente 

Se si ha una coppia di pulegge, le evolventi descrille da un punto del filo 
relativamente tanto alluna che aW altra puleggia formano una coppia di curve 
tangenti. 

Se si riduce il movimento che supponiamo sempre aver luogo in un piano al 
rotolamento relativo di due curve A e B (curve luogo dei centri istantanei di ro- 
tazione) le due curve di contatto a e p devono esser reciprocamente inviluppante 
e inviluppata, quando A B rotolano l'una suli* altra. Da ciò è facile dedurre la re- 
lazione, che deve sussistere fra i profili delle due pulegge y 5, perchè possan for- 
mare una coppia cioè : 

Se si sceglie arbitrariamente uno di questi profili S, V altro profilo ^ deve 
esser revoluta delV inviluppo della evolvente di S. 
oppure : 

Le curve y e S devono essere le evolute delle rullette descritte da un punto 
invariabilmente legato a una curva C» la qnale rotoli tanto sulla A che sullaB. 

Se p. es. il rapporto delie velocità angolari deve rimanere costante , le curve 
A e B son due circonferenze : prendemio come curva ausiliaria una spirale loga- 
riliaica, si hanno, come è noto, due evolventi di circourcrenze concentriche ad A 
e B, e quindi due pulegge circolari : prendendo invece come curva ausiliaria una 
terza circonferenza, si hanno come rullette una epicicloide e una ìpocicloidc e sic- 
come le evolute di queste curve sono curve della stessa natura, otterremmo una 
puleggia epicicloidale e una ipocicloidale. 

Giova notare che quando i profili delle pulegge volgessero in parte le loro 
concavità all' esterno, come farebbe ad es. una puleggia ipocicloidale, bisognerebbe 
obbligare il filo a rimanere in contatto colla puleggia per mezzo di piccolissime 
pulegge circolari di rinvio. Inoltre abbiamo già notato che quando lo pulegge non 
son circolari, la porzione libera del filo varia in generale la sua lunghezza, e che 
per mantenerlo sempre teso occorre ricorrere ad artifici speciali, come pulegge di 
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tensione e simili : per cui le forme non circolari non hanno evidentemente impor- 
tanza pratica. 

Se il filo incontra la linea dei centri AB in un punto il rapporto delle ve- 
locità angolari to w' delle pulegge y 8 intorno ai loro centri 6 eguale al rapporto 
BO : AO ; oppure abbassando da A B due perpendicolari sulla direzione del filo, e 
indicando le loro lunghezze con p y/, il rapporto delle velocità angolari è espresso «Ja 

— cioè : 
P 

pco =pV. 

Cerchiamo ora la condizione perchè y e 8 abbiano un moto relativo di roto- 
lamento, cioè perchè per i due punti di contatto passino in uno stesso tempo 'di 
archi eguali ds ds'. Se riferiamo le due curve ai centri A B come origine di si- 
stemi di coordinate polari, abbiamo 





U =-7- 

(11 


a>' = 


d(>' 
dt 




I)(iO = 


p'dV 




p 


ds 


p' = 


^ ds'' 



Sostituendo e osservando che ds = ds' 

r«d02 = r'*d0'2 ^j rdO = r'de'. 

Da ds = ds' si deduce anche 

dr^ -f r*dO* ::= dr'^ + r'hVr- 
ossia 

dr = ±dr' r±r' = d. 

Le condizioni del rotolamento son dunque 

rdO = r'dò' r±v* ^ d 

identiche cioè a quelle per il rotolamento di due curve , che si conducono per 
contatto. L'unica difTerenza è che la costante d non ha un significato preciso come 
nel caso delle curve rotolanti per contatto , in cui d è eguale alla distanza dei 
centri A B. 

Si posson quindi spostare parallelamente a loro stesse le due curve fino a por- 
tare i centri A B a una distanza qualunque: d rappresenterà il minimo valore di 
questa distanza. Secondochè r -r' - d r -f- r' = d , si ha il filo aperto o il filo 
incrociato : solo quando r e r' son costanti, cioè quando le curve y e 6 sono cir- 
conferenze, che girano intorno ai loro centri, possono formare coppia tanto con un 
filo aperto che con un filo incrociato. Abbiamo cosi il teorema : 
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Una coppia di cui*ve rotolanti per conlallo può dare una coppia di pulegge 
rolol(inii allontanando i due centri di rotazione. 

Da queste condizioni rd6 = r'dV r±r' = d resulta che se si riducono i raggi 
vettori rr' in rapporto costante, si pone cioè 

fi = mr r/ =-. mr' 
si ha ancora 

r^d^ = r.'dV 

r, ± r/ = d, 

essendo d| un'altra costante; da cui il teorema: 

Le pulegge dedolle da una coppia di pulegge rotolanti colV aumentare o di- 
vìinuire in rapporto costante i loro raggi vettori formano ancora coppie di pu- 
legge rotolanti^ in cui la legge di trasmissione è ancora la stessa di prima. 

Se supponiamo il caso particolare di d precisamente eguale alla distanza dei 
centri abbiamo : 

Diminuendo in un rapporto costante i raggi vettori di due curve rotolanti 
per contatto, si ha una coppia di pulegge rotolanti, in cui la legge di trasmis- 
sione è ancora la stessa di prima. 

Di qui si deduce che 

Quando le curve A e B rotolan fra loro per contatto, le evolventi delle curve 
che si deducon da k e B diminuendo in un rapporto costante i loro raggi vet- 
tori, sono luna all'altra inviluppante e inviluppata. 

Se per es. il rapporto —, deve mantenersi costante , le due curve A e B son 

(lue circonferenze ; le curve che si deducono da A e B son due altre circonferenze 
concentriche rispettivamente ad A e B: le evolventi di queste circonferenze posson 
quindi formare una coppia di curve in contatto. 

Se cx> e co' sono eguali e dello stesso senso, A e B hanno un raggio infinito, e 
due pulegge di raggi eguali sono adatti a trasmettere il movimento secondo la 
legge voluta. 

Questi profili ad evolventi derivando da una coppia di pulegge godono della 
stessa proprietà di questa coppia, cioè, sono adatti a trasmettere il movimento nel 
rapporto voluto anche quando si spostano i centri di rotazione. 

Un problema interessante e che non ho avuto occasione di vedere accennato 
nei principali trattati di Cinematica, è quello di determinare i punti corrispondenti 
su due curve che si conducono per contatto, ruotando intorno ai centri A B, quei 
punti cioè che vengono dopo un certo tempo in contatto. Nel caso particolare che 
le curve sien rotolanti, punti corrispondenti son quelli che determinano sulle due 
curve archi eguali a partire dalla linea dei centri ; quando però il moto relativo 
è misto di rotolamento e strisciamento la costruzione è un poco più complicata. 
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Questa ricerca conduce subito a determinare i punti corrispondenti su due pulegge 
a profilo curvilineo, e a trovare le curve A B luogo dei centri istantanei di rota- 
zione tanto per il caso delle cun'e in contatto quanto per quello delle pulegge. 




Si cominci col tracciare due equidistanti a' f ' di a e ^ portando eguali segmenti 
come PF QQ' sulle normali esterne dell'una curva e interne dell'altra. Si scelga ar- 
bitrariamente sulla p un punto Q, cui corrisponde Q' sulla equidisi;ante; e su tutti 
i segmenti delle normali di a come PP' si costruiscano triangoli eguali al triangolo 
QQ'B : il luogo dei vertici di questi triangoli è una curva, di cui si può ottenere 
con rapidità un sufficiente numero di punti. Questa curva taglia in un punto N la 
circonferenza descritta da A con raggio AB. Si determini il punto P della curva a 
che corrisponde a ]V (intersecando la curva a con un arco descritto da N con rag- 
gio BQ), e P è il punto della curva a che viene in cont?itto col punto Q della curva 
p. Infatti tracciando una circonferenza da A con raggio AP e una da B con raggio 

BQ si ottiene come punto di intersezione il punto K, in cui seguirà il contatto delle 
due curve : se P e Q son veramente punti corrispondenti la posizione che prende 
la normale PF quando P arriva in R deve coincidere colia posizione che prende h 
normale QQ' quando Q arriva pure in R. 

Ora siccome A N - ABePN = BQ=BR quando P arriva in P', N viene a coin- 
cidere col centro B : la nuova posizione di P' si ottiene costruendo su BR un trian- 
golo eguale a NPP' ; la nuova posizione di Q' si ottiene costruendo su RR un trian- 
golo eguale a BQQ', ed essendo i due trangoli NPP' BQQ' eguali tra loro, i punti 
P' Q' vengono a confondersi in un unico punto R' : RR' dà la direzione della nor- 
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male quando i punti corrispondenti P e Q son venuti in contatto; prolungandola fln- 

BO 
che incontri la linea dei centri in si ha in -:=^ il rapporto delie velocità an- 

AO 
golari w to'. Riportando sul raggio AX la lunghezza AO si ha un punto della curva 
A luogo dei centri di rotazione che deve immaginarsi invariabilmente legata alla a 
e ruotante con essa intorno al centro A: ripetendo la stessa costruzione per tutti 
i punti di a si determina la curva A, ed analogamente sì può ottenere la curva B 
che ha colla A un moto relativo di rotolamento. 

Se si hanno due pulegge y e S se ne tracceranno prima le evolventi a e g, che 
son curve di contatto. Scelto arbitrariamente un punto su 6, la tangente in questo 
punto determina sulla evolvente p il punto Q : se ne trova il corrispondente P sulla 
a e la normale condotta in P a questa curva tocca Y altra puleggia y nel punto 
corrispondente al punto dato. 

Se una delle pulegge p. cs. y è circolare e ruota intorno al suo centro di figu- 
ra, si ottiene con maggior semplicità il punto P corrispondente del punto Q scelto 
arbitrariamente sulla 6, descrivendo da B una circonferenza che passi per Q e con- 
ducendo una tangente comune a questa circonferenza e alla circonferenza 7 : il punto 
di contatto su quest* ultima è il punto cercato P. 

Quando è noto che le pulegge y ^ so"^ pulegge rotolanti, dalla relazione 

r-;=r'-p , si vede che i raggi, che vanno a punti corrispondenti P e Q son pa- 
ralleli. Tracciando da A e B due circonferenze che passino per P e Q la tangente 
comune a queste circonferenze dà la posizione del filo , e quindi la posizione che 
hanno le due pulegge quando P e Q agiscono uno suH* altro. 

Se le curve di contatto a ^ sono circoli, i cui centri non coincidono con quelli 
di rotazione, i profili delle pulegge y 8 si riducono a due punti: il filo ha una lun- 
ghezza costante, e si potrebbe perfettamente sostituire con un accoppiatore rigido 
articolato nei centri di a e ^ Cosi p. es. si può oì)bligare un punto a rimanere so- 
pra una circonferenza una sfera data, unendolo al centro per mezzo di un filo ; 
cosi alle ruote parallele (studiate dal Reuleaux in un recentissimo scritto (*)) che 
trasmettono rotazioni eguali e di egual senso per mezzo di denti a profili circolari 
si può sostituire un parallelogrammo articolato. 

Come ultima applicazione del metodo delle evolute si può citare il modo di far 
percorrere a un punto una curva data, fissandolo all'estremità di una sottile lamina 
elastica, che oscillando si appoggia per un tratto più meno esteso su una guida 
il cui profilo è r evoluta della curva data. Esempii, a dir vero di non molto valore 
pratico, ne forniscono il pendolo cicloidale di Huyghens e il Regolatore paraba- 
loidico di Davey e Davy (**). 



(•) Òber Parallelràder und einige verwandte Afec/ianwmtm.— Berliner Verhandl. 187G. 
(•*) V. il mio opuscolo sui Regolatori a forza centrifuga. Firenze, 1875, p. 63. 
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§. 8 Metodo generale di sostituzione. 

Supponiamo sicn dati due sistemi rigidi in moto relativo tra loro, e in essi due 
elementi A e B, che formin coppia : se scegliamo arbitrariamente un secondo ele- 
mento A' unito rigidamente ad A, potremo sempre determinare un altro elemento B 
unito rigidamente a B, e che formi coppia con A' ; B' sarà in generale Tinviluppo 
delle posizioni successive, che prende A' nel moto dei due sistemi: alla coppia (ABì 
potremo allora , almeno in generale , sostituire la coppia (A'BO ; da questa si può 
passare collo stesso metodo a una terza coppia (A^B")? e cosi di seguito. Il miglior 
modo di operare queste sostituzioni è quello dì ridurre il movimento a esser defi- 
nito per un'unica coppia, quella degli Assoidi , e di immaginare fissati a questi 
Assoldi gli elementi A' e B' rispettivamente. Cosi un ingranaggio piano è il risul- 
tato della sostituzione di un certo numero di coppie di curve tangenti a una cop- 
pia di circonrerenze rotolanti , un ingranaggio conico il risultato di quella di un 
certo numero di superficie coniche tangenti a una coppia di coni circolari roto 
lauti etc. La riduzione delle coppie, che definiscono il moto relativo di due sistemi, 
a quella di Assoidi , ò tanto necessaria per poter stabilire Tidentità o la diversità 
di. due movimenti, quanto la riduzione allo stesso denominatore di più frazioni per 
poter giudicare della difierenza dei loro valori : cosi p. es. una serie di meccanismi 
a prima vista dilTerentissimi, come la guida ipociclica o di Lab ir e, il giunto di 
Oldham, il compasso ellittico, il tornio ellittico di Leonardo da Vinci, l'ingranag- 
gio formato da due fusi e una scanalatura a croce, il parallelogrammo di Evans etc. 
conducono a una sola e medesima coppia di Assoidi, cioè a due circonferenze ro- 
tolanti , di cui la interna ha per diametro il raggio della esterna, e son quindi ci- 
nematicamente identici. 

Per poter stabilire quante coppie bastano a definire il movimento , cioè permet 
tono di ritrovare la coppia di Assoidi, occorre prima fare uno studio accurato della 
classe speciale di moto , a cui il problema si riferisce. Il moto piano p. es. è de- 
terminato in generale da una doppia coppia di curve tangenti , ossia esprimendo 
simbolicamente questo risultato 

(E^E) + 2(L,L) = 1. 

Supponendo che una delle linee si riduca a una circonferenza di raggio innnitesi- 
mo , ognuna delle due coppie può trasformarsi in coppia di punto e curva ; si ìia 
quindi 

(E^E) + (G,L)-|-(L,L) = 1 

(E^E) + 2(G,L)=1. 

Abbiamo solo un caso eccezionale , in cui la doppia coppia 2(L , L) si riduce a una 
coppia unica (G , L), e non basta più a definire il movimento, quando cioè una cir- 
conferenza deve rimanere costantemente tangente a due linee date; si vede infatti 
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che in questo caso le due linee devono essere parallele, e che la coppia si riduce 
a quella formata dal centro della circonferenza e da un' equidistante delle linee da- 
te, ossia 

(E^E) + (C, ,L,) + (C|,L,) = 2. 

Se consideriamo i movimenti in un piano Asso, la coppia 2(L , L) può prender forme 
diverse, cioè 



t — in generale 


(L, 


']£) 


+ 


(L, , Lj_) 


2 - per L, = L, 


(L, , 


, LJ 


+ 


(L, , Li.) 


3 - per Lj = L, 


(L, 


•ii) 


+ 


(L. ,LjJ 


4 — per L, = Lj e Lj = L» 


2 (L, 


• ia.) 






5 — per L, = 6, 


(G. 


,J^) 


+ 


(L, , Lj.) 


6 - per L, = G, e L, = L, 


(G. 


'ii) 


+ 


(L,,jy 


7 - per L, = 6, e L, = G, 


(G. 


'ii) 


+ 


(6«.ii) 


8 - per L, = G, L, = G, e L, = L^ 


(G, , 


'h.) 


+ 


(G, , L^ 


9 - per Lj = Gj 


(L. , 


Gjl) 


+ 


(L. ,LJ 


10 — per Lj = 6, e L, = L, 


(L. , 


Gjj 


+ 


(i'. .Ìl) 


i ! - per L, = Gj e L» = G» 


(L. , 


h) 


+ 


(L. , G^ 


12 - per L, - G, L» = G^ e L, = Lj. 


. (L- 


'2D 


+ 


(L, , GJ 



Spesso si aumentano le dimensioni di una coppia data (AB), e si trasforma cosi in 
coppia reale, se era prima ideale, sostituendole una coppia equivalente (A.'B') tale che 
À' formi coppia con A e B' con B. Cosi alle curve piane si sostituiscono superQcie 
cilindriche, e alle curve sferiche superQcie coniche, che passan rispettivamente per 
queste curve ; alle coppie di rette e circonferenze si sostituiscono prima le loro 
equidistanti, e alle coppie di eliche altre eliche dello stesso raggio e dello stesso 
passo , e si fanno passare per le curve cosi ottenute superficie cilindriche. Questa 
ultima costruzione conduce a tre coppie di glifo e corsoio , cioè rettilineo , circo- 
lare e elicoidale , che son casi particolari delle superficie combacianti ; il glifo ret- 
tilineo (glifo di Allan) e il glifo circolare (glifo di Stephenson e di Gooch) 
trovan frequentissime applicazioni ai meccanismi di distribuzione del vapore nelle 
locomotive , e macchine marine ; e anche del glifo elicoidale si potrebbe citarne 
qualcheduna (v. p. es. Laboulaye. Gincm. § 511). 

Per costringere un punto a rimanere sopra una superficie data F, si può far pas- 
sare per questo punto una linea o una superficie opportunamente scelta , e obbli- 
gare quest* ultima a rimanere per tutta la sua estensione in contatto con F : ab- 
voL. XV. 24 
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biamo cosi le seguenti corrispondenze 
Coppia di punto e retta 



u 


di punto e circonferenza 


)> 


di punto ed elica 


)) 


(li punto e piano 



J) 



» 

)) 
)} 
)) 

}) 
}} 

» 



(G , D) Coppia di rette 



(D= D) 



(G , C) 
(G , U) 

(G , E) ; 



di punto e cilindro 

di punto e sfera 

di punto e rotoide 
di punto e elicoide 
di retta e piano 

di retta e cilindro 

di circonferenza e piano 

di circonferenza e sfera 

di circonferenza e cilindro circolare 

di elica e cilindro circolare 

di elica ed elicoide 

di rette 

di circonferenze 

di eliche 



(G . C) I 



{G,G) 

(G,R) 
(G,S) 
(D,E) 

(D , C) 

(C , E) 
(C , G) 
(CO 
(U,C) 

(U,S) 

(D= D) 

(CC) 
(U= U) 



t 



u 
)) " 

» 

M 
)) 

); 
}) 
ì; 

}} 

» 

)) 
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)ì 
)) 
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» 
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» 



di circonferenze (C^ C ) 
di eliche (U^ U ) 

di retta e piano (D , E ) 

di piani (E^ E ) 

direttaecilind.(D , C ) 

di cilindri (fi^jC') 

dicirc. e 'sfere (C , G ; 



di sfere 
di rotoidi 
di elicoidi 
di piani 

di cilindri 
di piani 
di sfere 



(G%G-) 

(E=E) 

(E= E ) 
(G^^G-) 



di cil circolari (C*_C') 
di cil. circolari (C*jC'ì 
di elicoidi (S*=S-) 

di cilindri (C*J-) 
di rotoidi (R*,R') 

di elicoidi (S+^S") 



(continua) 
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SOPRA UN TEOREMA FONDAJJENTALE DELLA TEORIA DEGL'mVARL\NTI 



NOTA 



DI 



ENRICO D' OVIDIO 



Si definisce per invariante di una o più forme ogni funzione de' coefficienti 
delie forttic, la quale goda la proprietà : che, se si trasformano le forme primitive 
mediante una sostituzione lineare di modulo non evanescente, e poi si compone coi 
coefficienti delle trasformate la fonzione analoga a quella prima considerata, la nuova 
funzione non faccia che riprodurre la prima moltiplicata per una potenza del mo- 
dulo della sostituzione. Una funzione di tal natura dicesi invece covar i' mie se, oltre 
a coefficienti delle date forme, ne contiene anche le variabili. Su queste definizioni 
è fondata tutta la teoria degl' invarianti e covarianti. 

Quando le date forme non contengono più di quattro variabili, esse eguagliate 
a zero rappresentano degli enti geometrici (punteggiate, luoghi piani e solidi, ecc.) 
in coordinate omogenee ; ed allora ogni invariante eguagliato a zero esprime la 
condizione affinchè gli enti geoinetrici suddetti abbiano una certa mutua relazione 
indipendente dalla scelta degli elementi cui le coordinate si riferiscono (*) ; ed ogni 
covariante eguagliato a zero rappresenta un altro ente geometrico legato a' primi- 
tivi da relazioni indipendenti dagli elementi di riferimento. Queste due proprietà 
sono evidenti ; poiché, una trasformazione di coordinate equivalendo ad una sosti- 
tuzione lineare, e Y invariante o covariante non alterandosi che per un fattore non 
evanescente in seguito di tale sostituzione, è chiaro che il suo annullarsi per un 
dato sistema di coordinate implica che si annulli per ogni altro sistema. 

Le proprietà reciproche delle due precedenti sarebbero queste : 1® ogni fun- 
zione de coefficienti delle date forme, la quale annullandosi stabilisca una relazione 



C) Nel caso di una sola forma, u:i invariante col suo annullarsi dà la condizione 
affinchè l'ente geoaietrico rappresentato dalla forma eguagliata a zero sia dotato di una 
proprietà indipendente dalla scelta delle coordinate. 
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indipendente dalle coordinate fra gli enti rappresentati da quelle forme , è un in- 
variante di esse ; 2® ed ogni funzione de' coellìcienti e delle variabili, la quale egua- 
gliata a zero rappresenti un altro ente geometrico legato con quelli rappresentati 
dalle date forme mediante relazioni indipendenti dalle coordinate, è un covariante 
di esse. 

Ora queste proprietà si verificano in fatto in ogni singolo caso ; e quindi è op- 
portuno darne una dimostrazione generale ed a priori, la quale permetta di evitare 
le verificazioni volta per volta. É facile invero assicurarsi che ogni funzione dei 
coefficienti delle date forme, od anche delle variabili, la quale abbia un significato 
geometrico indipendente dalla scelta delle coordinate, è omogenea, e dopo una tra- 
sformazione dì coordinate non può che riprodursi moltiplicata per un fattore non 
evanescente e dipendente da' soli parametri della trasformazione : e poi resta a 
far vedere che questo fattore non è altro che una potenza del modulo della tra- 
sformazione. 

La presente Nota ha per oggetto di sviluppare una dimostrazione compiuta 
delle accennate proprietà. La quistione può esser trattata nel modo più generale, 
spogliandola di ogni carattere geometrico e rimuovendo ogni limitazione del numero 
delle variabili. Si tratta di dimostrare che, data una o più forme con quante si 
vogliano variabili, se una funzione intera omogenea de' coefficienti di quelle for- 
me {od anche delle variabili) è di lai natura, che, annullandosi per convenietìti 
valori de' coefficienti (od anche delle variabili), anche Vanaloga funzione calcolala 
dopo aver trasformato le forme mediante una sostituzione lineare di modulo non 
evanescente riesca nulla per i corrispondenti valori de coefficienti {od anche delle 
variabili) ; una tale funzione sarà un invariante (o rispettivamente un covariante); 
vale a dire che la funzione calcolata sulle forme trasformale sarà eguale alla 
prima moltiplicata per una potenza del modulo della sostituzione (*). 

Siano 

U, = (a,6| . . . ) (xj/ . . .)"* > • U2 = (a,òj . . ,) {xy . . .)^* , . . . 

delle date forme con le variabili x t/ ... e de* gradi n, ti, . . . Sia poi 

una forma di grado v rispetto alle variabili medesime, i coefficienti della quale si 



(•) Supponiamo la funzione intera, altrimenti bisognerebbe aggiunger la condizione, 
che vi sìa corrispondenza non solo tra' valori nulli della funzione prima e dopo della 
sostituzione, ma anche fra' valori infiniti; e cosi saremmo del resto ridotti a conside- 
rare separatamente il numeratore e il denominatore. 
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suppongano runzioni intere omogenee di quelli delle U, U^... , e precisamente del 
grado m^ in a|ò| ... , del grado in, in ^'2^2 -•* » ^ <^osl via. 
Trasformiamo le U, U, ...mediante una sostituzione lineare 

. 05 = aX -h aT -f- . . . 

(t) jl/:-PX-hpT+... 



di modulo 



D = y ± ap' . . 



diverso da zero ; e poniamo che per effetto di questa sostituzione le U, U, . . . 
divengano 

U, = (A,B| . . .)(XT . . .f* , U, = (AjB, . . .)(XY . . .^S • • • 

È chiaro che i nuovi coefficienti A^B,- ... . (t- 1, 2, ...) saranno lineari omogenei in 
rf^6^... ed omogenei di grado n^ ne' parametri aa'...pf'... della sostituzione (I). 
Indi componiamo con i coefficienti e le variabili delle U, U, ... trasformate la 
forma analoga a 9, e sia essa 

i>-(pQ . . .)(XY. . .y. 

Essendo PQ... omogenei di grado 771, in A^B,..., saranno anche omogenei di grado 
fUj in Oibi... , e rispetto a' parametri a... saranno omogenei di grado 

r?i|.n| + ???2?rj + . . . = e. 
Inoltre osserviamo che dalla sostituzione (1) si ha inversamente 

(2) ^ ^ «1 Pi 



indicando con 2 + «oPi ••• il determinante ad elementi reciproci rispetto a D; sic- 
ché a^ ... sono omogenei di grado fc— 1 in a ... , e il modulo di questa nuova so- 

stituzione (2) vale -j-^ = =r-. 
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Ora se nella ^ immaginiamo sostituite a P Q... le loro espressioni in 0{... a... 
e ad X Y... le loro espressioni (2) in ce y... a.-. , la O risulterà omogenea degli stessi 
gradi che 9 in cr^- ... ce t/... ; e rispetto ad a... sarà una funzione fratta, di cui il de- 
nominatore sarà D^ e il numeratore sarà intero omogeneo e di grado e + (fc — l)v. 

Ciò posto, supponiamo che le due forme 9 e <l> siano tali che. quando per 
convenienti valori di a^...a; 1/... si annulla 9, per i corrispondenti valori di A^...XY ... 
si annulli anche O, qualunque sieno i parametri della sostituzione (1) di modulo 
non evanescente. Allora la 9 e la O sono due funzioni intere dello stesso grado in 
aj...X2/... e tali che Tannullarsi dell'una implichi l'annullarsi dell'altra; dunque 
la O non può differire dalla 9 che per un certo fattore indipendente da a^...x»/..'. 
ma dipendente solo dai parametri a... della sostituzione (I) (*). Questo fattore sarà 
una frazione di denominatore D^, ed avrà per numeratore una funzione intera omo- 
genea di grado s + (fc — l)v in a... , la quale indicheremo con ^{òl%' . . . ^3' . . .). 
Avremo dunque 

(3) <^^, M--'-f ''■■') , 

e resta a determinare la funzione <{/. 

A tale uopo osserviauìo che la relazione (3), sussistenrio per ogni sostituzione 
lineare di modulo non evanescente, potrà applicarsi alla sostituzione (2) inversa 
della (1); e quindi diverrà 

^ * VD D ■ • • D' D • • • / 

ovvero 

iKaop„. . .a,p, . ..) 



(4) 9-*- 



J)£n*-*)V 



Moltiplicando la (3) per la (4) si ottiene 



4;(aa' . ;. ^^' . . .)-*(aofo • • • a,p, . . .) - D^^t*-«)\ 



(*) Infatti diamo in 9 e <[> a tutte meno una, che sia a, , le quantità a^,..xy.., 
de' valori arbitrarli, ma gli stessi in 9 e O, e determiniamo a, in modo che risulti 9=0. 
Ogni valore di a, che annulli 9 annulla per ipotesi anche <ft, e ciò qualunque siano le 
a... ; dunque O è divisìbile per 9. E siccome sono degli stessi gradi in a^...xy ... . 
così il quoziente sarà funzione delle sole a 
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Or questa eguaglianza non potrebbe sussistere se i due fattori del primo membro 
non fossero eguali ciascuno ad una certa potenza di D, visto che essi sotio funzioni 
intere delle a... e D è una funzione lineare delle stesse a... la quale non può scin- 
dersi in fattori interi rispetto alle a... E siccome il primo fattore è di grado £-f(ft-l)v 
e il secondo di grado k - \ volte maggiore, mentre D è di grado k ; cosi dovrà es- 
sere necessariamente 

dopo di che la (3) darà 

(5) * = 9.D"^' 

Concludiamo che nelle ipotesi qui stabilite la funzione O non può differire dalla 
? che per una potenza del modulo della sostituzione (1). E subordinatamente con- 
cludiamo che il numero e - v , ossia 

dev'essere un multiplo di A;. 

Riassumendo le cose dette, vediamo che non solo abbiamo dimostrata la pro- 
posizione che avevamo in mira, ma abbiamo anche determinato la potenza del mo- 
dulo per la quale un invariante o covariante si moltiplica in seguito della sostitu- 
zione, ed abbiamo trovata una condizione alla quale i gradi de* coeOlcienti e delle 
variabili delle date forme debbono soddisfare in ciascun invariante o covariante, 
cioè che wi,?i| + m^v^ + ... - v sia un multiplo di A*. 

Si noti che la dimostrazione regge anche quando le variabili si suppongano 
diverse nelle singole forme, purché si trasformino con una stessa sostituzione li- 
neare, ovvero siano congreditnti. Allora v è il grado del covariante rispetto all' in- 
sieme delle variabili delle singole forme che in esso figurano. 

È superfluo parlare de conlravarianti, poiché è ben noto che essi si possono 
considerare come invarianti delle date forme e di una forma lineare addizionale. 

Terminiamo osservando che per determinare la funzione ^ nella (3) si può fare 
un altro ragionamento, il quale non è che la estensione di quello accennato dal 
Clebsch pel discriminante di una conica (*). 

Ogni sistema di valori di a^ ... oc ... che. non annulli 9 non annulla neanche *, 
perchè 9 e * sono supposti tali che T annullarsi dell'una tragga per conseguenza 



(*) Cfr. Vorlesungen iiber Geometrie^ parte 1' tomo 1* pag. 130. 
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l'annullarsi dell* altra. D'altra parte il fattore 'di 9 nella (3) è indipendente da 
n^ • . . ce . . . Dunque questo fattore non è nullo ; sempre però nella ipotesi da noi 
fatta in principio, che D non sia nullo. Intanto esistono infiniti yalori di a? .. che 
annullano il numeratore ^ del detto fattore'; e se essi non annullassero anche D, 
si cadrebbe in contraddizione alla precedente osservazione. Per conseguenza ogni 
sistema di valori di a... che annulli ^ annulla anche D; e poiché D è lineare ri- 
spetto a ciascuno de* parametri oc ... , ne deriva che ^ è eguale a una certa potenza 
di D moltiplicata per un fattóre numerico. 

L'esponente di questa potenza è ^-r — ^, essendo ^ di grado e+(ft-l)v 

e D di grado k nelle a ... Quanto al fattor numerico, esso è I* unità, poiché la so- 
stituzione particolare (unimodulare) 

ac = X , t/ = Y, . . . 
deve dare 



* = ?. 



Torino, 1877. 



IHTOlliO AD ALGURK FORZIONI PIÙ' GiRKlALI DKLLK FUNZIOHI IPEIBOLIGHE (*). 

PEL 

D.' RUBINO NICODEMI 



Diverse espressioni delle funzioni 9. 

Sia z una variabile qualunque, reale complessa, ed a una radice primitiva 
deir equazione 

essendo n un numero primo. 

Dinotino (f^iz) , <fi{z) , <f^{z) , . . . . ff^^z) n funzioni di z definite dalle equa- 
ziooi 



, ^ E(z) + Eiaz) + E(a^z) + + E(a*-*z) 

9iW = 

n 

, ^ E(z) + aE(az) + a«E(a*2) + -f a*-*E(a*-«j2;) 

^*^ n 

, ^ E(5) + a^E(az) + a«-«E(a«2) + + a(*-*>-«E(a'*-«s) 

(1) 



, , E(js) -f ar%az) + 4('-«)«E(a*j2:) +....+ a('*-«)('-«)E(a*-*jS) 
^,(z) = ^^ 



, ^ E(z) + a"-*E(flw:) + a(«-"*)*E(a«2) +....+ a(»-0(*-«)E(a*-*2) 
9i.(z) = , 

essendo , in generale , 

E(a'z) = e ^''. 

(*) Per quanto è a mia conoscenza, pare che Olivier pel primo si sia occupato di tali fun- 
zioni (Creile Journal fihr die Mathemcuik , Band II) dimostrandone solo alcune proprietà, ed in 
un caso particolare, e più tardi Hellwig (Archiv der Mathematik und physik her&Msgegehen von 
lohann An^ust Grunert, Band 21). 
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La legge di formazione della prima funzione ff(z) è evidente ; delle altre 
w — 1 funzioni ciascuna 6 la derivata della precedente ; e se si deriva <ff^(z) si ot- 
tiene f 1(2) ; sicché in generale si à : 

ovvero 

Nella prima di queste due equazioni, se r + ft supera n, si dese intendere messo 
in luogo di r + & il resto della divisione di r + fe per n , e nella seconda fc — r 
può essere anche un numero negativo. 

Le equazioni (1) si possono anche ooropendiosamente scrivere così : 



«-1 n 

?,(2)=ÌlÌE(a'2)=^2]E(a'2) 



tt(z) = - Z^a'E (0.% = - ZtaTEioez) 



(2) 



«-1 fi 



n-l n 



«-1 « 

O I 
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Inoltre se nelle (1) sostituiamo alle diverse esponenziali i loro sviluppi in se- 
rie, avremo ancora 

9,(2) = 1 + :^+^+ =n.yA.^ = yA_^ 

n! 2n! iiJ, sn! ^, sn! 






(n-1)! (2n-l)! • Lj,{sn-1)\ 



'»^^^ " (IT^ "•" (2^^=2)1 ■•" " L."(Si=2)i 



(8) 



'«•(^^ = (n-r+l)l'^(2n-r+ljl "^ ' ' "= 2j,(8n-r+l)! 



-«+1 « ijin— fM-i » js"*"*** 



9i»(2)- ii + (^+i)i+- ' "^Ij.Csn-n+l)! "ì, 



(sn+1) f 



Queste equazioni esprimono le (unzioni 9i(z], f^l^), ?a(^j) ••- ?f»(^) P^^ mezzo di 
serie convergenti, ordinate secondo le potenze crescenti di z; ciascuna di queste se- 
rie è una parte della serie che esprime E(z) ; più particolarmente quella parte 
delia serie £(2) che esprime una qualunque delle f si ottiene prendendo fra i primi 
n termini della suddetta serie quello in cui Y esponente di 2 è eguale ad n dimi- 
nuito di tante unità, quante, meno una, ne contiene 1* indice della f , ed in seguito 
tutti i termini di n in n. A questa legge sfugge la sola f,(z) la quale è formata 
col prendere di n in n i termini delle serie E(z) , ma a cominciare dal primo ter- 
mine, che è Tunità. 

Da quanto precede, si conchiude che ciascuna delle funzioni f è olomorfa in 
tutto il piano. 

Si noti che ali* origine, cioè per 2 := 0, la ?|(2] acquista il valore 1 e tutte le 
altre 92(2), 73(7), ... , 7,1(2] acquistano un valore nullo. In generale ?|.(2), per 2=0, 
acquista il valore 1 ovvero 0*"'"*^, secondo che r=l ovvero r > 1. 
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Le equazioni (1) esprimono le funzioni 91(2), 92(2), 95(2) , ... , 9J2) per mezzo 
delle esponenziali E(z) , E{az) , E(a*z), . . . E(a""*2). Reciprocamente queste espo- 
nenziali sono esprimibili per mezzo delle funzioni 9. 

Per mostrare come ciò sia possibile, dimostreremo prima la seguente impor- 
tante relazione 

(p,(a'2)=rf(*-^+«)9/2). (a) 

A tale uopo, mutiamo, nella prima delle (8), z in a'z, avremo, riflettendo che 

9i(a*z) = 9,(2) ; 
derivando (r — 1) volte questa equazione, si à 

a'('-*)9,(a'2) = 9,(2) , 
ovvero, moltiplicando i due membri per 

Qjlll-»(f-|) _ ^f (w-f+i) 

9r(a'2) = a'(*-'+*)9,(s) , 

che è appunto la relazione [a]. 

Essa permette di calcolare i valori di ffr(ofz) per diversi valori di z , cono- 
scendo i corrispondenti valori di 9^(2). 

Mutando nella (a) r in n si ottiene 

9^(a'2) = a'tf^iz). 

Ciò posto , veniamo alla determinazione delle esponenziali E(jz) , E{az) , . . , , 
E(a*"'5) per mezzo delle 9. 

La prima, E(z), si ottiene immediatamente, addizionando le equazioni (1), per- 
chè osservando essere 

1 + a + a*+. . . . + a"-« = , 
si à: 

E{z) = 9i(2) 4- 9iW + 95(2) + . . . + 9i»(2) , 
ovvero 



n 

E(2) - 2 9,(2). 
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Per ottenere ora , in generale, E{a'z) , mutiamo nella equazione precedente z 
in a'z; otteniamo 



n 

E(a'z) = 2]?r(«'2); 



ma in virtù della (a), 
quindi sarà 






'f 
f 



Facendo in questa equazione successivamente 

3 = 8 = 1 5 = 2 8 = n-l, 



si anno le equazioni richieste 



E(z) = 2,?'(2) 



E(az) = £ a-'+«9,(z) 
1 ' 



(4) 



n 



• t • • • 



E(a*-'s) = 2 a("-')<*-'+«)9,(z). 



i' 
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Teorema di addizione e sue conseguenze. 

Essendo z ed u due variabili qualsivogliano , reali o complesse, si ha, per la 
equazione [b] 



n 

E(o*2)=2a'(-'^«)?ft(2) 



n 

E(«'u)= ]S a'(-*'-^^)9fc.(ti). 



,'* 



Moltiplicando membro a membro queste due equazioni, si ba: 



n n 



e siccome h ed h' sono indipendenti fra loro, si à pure 



n 



ma d' altra parte , per le formolo (2) , si ha 



9,(2 +u) = i 2],«'^"'^ E (a'{z+u)) -, 

O 

quindi sostituendo in quest* ultima equazione per E la^z + un il valore dato dal- 
l' equazione precedente, si ottiene 

n-i fi 



ovvero 



anche 



)( i99 K 



fi-i fi 



friz+u) = ^ 2. 2,„ «"»-^'^-'-*''?*W9v(n) , 



fl 



1 



n-f 



T,(z+«) = ^2j».j,?*(2)?k'<«) ^j/^»"^'^'-*-*'' ; 



e poichò a**" = 1, sarà finalmente 



(5) 



11 fl-1 



Ora secondo che si verifica o no la congruenza 



(e) 
la soninia 



h + h'-(r + l) = 



(mod. n) 






è eguale ad n o è nulla , quindi volendo ottenere tutti i termini dello sviluppo di 
<fr{z -{- u) nella (5), si devono far variare h ed /i' in tutti i modi possibili , sempre 
verificando la congruenza (e), onde si avrà 



(6) 



II 



in) 



con la condizione 



h + /i' - (r+1) s (mod. n). 



Rimane ora a vedere quante soluzioni ammette questa congruenza e quindi 
quanti termini contiene la somma (6) ; perciò osserviamo che essendo 

r< n 
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ed h + b' non potendo oltrepassare 2n, la congruenza precedente dà luogo alle due 
seguenti equazioni 

h + h' = r + 1 
(d) 

/i + h'=:r + l+n. 

La prima , poiché h ed h' variano da 1 ad n , ammette le seguenti soluzioni 



/i = l .2, 3, 



/i' = r, r-1, r-2,...l 

al numero di r, 

e la seconda ammette le soluzioni 

/i = f+l, r-h2, . . .f + (n-r) 
/i'=n, n - 1 , . . . f + 1 

al numero di n — r. 

Dunque il numero totale delle soluzioni dell* equazioni (d) , ovvero il numero 
dei termini della somma (6) è n, e questi termini si ottengono dando simultanea- 
mente ad h ed h' i seguenti corrispondenti valori a due a due, cioè 

/i = l, 2, 3, ...r,r + l,r + 2,...n 
/i' = f , r- I , r- 2 , 1, n, n-1, ..f + 1; 

sicché avremo 

(60 9r(2+U) = ?i(Z)(?,(m) + 9,(2)9r-l(t^) +..-•+ 9r(2)?i(u) + 

+ 9f^iW9*(«*) + 9f+2(2)9i.-i(t*) +. . + 9»(2)9r+i(t*). 

Questa formola può anche scriversi cosi : 

f-*.* fi 

(7) ?r(2+«) = 2j.'?k(2)?r+l-*(w) + 2J^9»(2)9•^.,+l.t(u). 

1 r+t 
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Facendo variare r da 1 ad n si avranno le formole di addizione per tutte le n 
funzioni f . 

La formola di addizione or ora trovata può anche stabilirsi più rapidamente nel 
modo seguente. 

È noto innanzi tutto che per qualunque funzione f{z) definita da una serie, si 
ha, per qualunque punto 2 + n, compreso nel cerchio di convergenza, la formola 



r(2+ti) = 2/*^(^)|7- 







Applicando questa formola alla funzione <fr(z)j si ha, per qualsivoglia punto del 
piano, 



• 



Addizionando per verticali, si ottiene 

9r(^+W) = 9^U)9,(U) + 9^,(2)9n(w) +- + 9n(^)?r+l(W) 

che è appunto la formola di addizione precedentemente trovata per via affatto 
diversa. 

Facendo in questa formola n = 2 e poi successivamente r = 1 ed r = 2, si ot- 
tengono le note formolo 

coshiz + tO = ooshzcos/iu + sen/izsen/iti 

senh(js + 1^) = sQuhzcoshu + cosh2sen/iii. 
VOL. zv« 26 
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Facendo n = 3 e poi successivamente r=l, r = 2 ed r = 3, avremo 

(8) 9i(2+ti)=9i(2)?i('U)+9«(5;)93(w)+93(2)92(w) 

(10) 93(-+i^)=92(-]9i(i^)+9i(-)93(i^)+?3(-)9i(*0- 

Mutando in queste formole ti in u + v^ si ottiene 



(11) 9iU+u+v)=9,(j:)94(u)9,(r) + 9i(-)92W98W+9i(2)93(^)92W+ 

92(2)92(«^)92W+92(2)9iW93(v)+92(2)93(w)9iW+ 
93(2)930093W+93(^)9i(^)92(v)+93U'92(i09i(v). 



(12) 9t(::+w4-v)=93(2)9t(u)92W4-9sW9i(w)92(v)+9iW93(^)9iW+ 

9i(2)9s(w)93W+9!(2)9i(t*)92(v)+9!(2)92W9iW+ 
92(2)9i(w)9iW+92(2)92(w)93W+92(2)93W92W. 

(13) 9s(2+u+t?)=92(2)93(w)93{'u)+92U)9i(^)92W+9!(2)92(w)9i(v)+ 

9!(2)92(w)92(v)+9i(2)9iW95W+9iW93(^)9iW+ 

93(2)9l(W)9lW + 93W92(W)93W+98(^)93(W)?2W. 



Facendo nelle equazioni (S), (9) e (10) z = n, e nelle equazioni (11), (12) e (13) 
3 = w = «, si ha 



(14) 9i(2;j) = 9iW' + 2?,(2)93(2) 



(15) 9,(22) = 93(2)* + 29,(;2)92(2) 



(16) 93(22) = 92(2)* + 29,(2)93(2) 
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(17) 9i(32) = 9i(2)» + 9t{z)' + 93(2)' + 69,(2^92(2)93^) 

(18) 9,(32) = 89,(2)93(::)* + 39,(2)9,(2)* + 393(2)9,(2)* 

(19) 93(82) = 39,(2)9,(2)*+ 89,(2)93(2;* + 893(2)9,(2)*. 
Finalmente facendo 2 = i^ nella formola (7) si ottiene, supponendo n > 2, 

r+i n 

9r(22) = y 9*(2)9r+f-k (^) + y 9*(2)9«+r+l-ft(2). 



Se r è dispari, n + r + 1 sarà pure dispari , e la formola precedente può an 
che scriversi cosi: 



?r{22)=9r±l.(2)*+2C9,(2)9,(2) + 9,(2)9,.,(2) + + 9r^f^)?t±2(^) ì 

1 \ ti/ 



+2 (9f+l(2)9n(2)+9r+-2(2J9n-l(-) + ... + 9«±r(2) 9n±r+?(2) V 



ovvero, compendiosamente, 



r-J n±r 

2 



9r(22) = 9r.-i;2)*+2y 9*(2)9r4-l-k'2)4-2y 9ft(-)9«-fr+i-fc(2). 



E ponendo 

r = 28 + 1, 
si ha Analmente 






(20) ?^,(Z) = <P.+i(z)*+22 ?*(2)?t«-»-fc(2) + 22] ?*W?»+t.+j^(2) • 



.* 5:^ 



)( 20* )( 
Se poi r è pari, n + r + 1 è anche pari , e si ha 



9r(2z) = ?,.:!2il.(2)*+2f?,(z)<Pr(2)+?»(-)9r-ll2) + - + ?t(=)?r±«W) 



ovvero, compendiosamente, 









E ponendo 
sarà 



S 2 ^» 



(21) 9».(3) = ?»tl +, (2)*+22 <P*(2)9i.+i-»W+2 ^ 9*(z)9,4.u+,-k(s) 



. » ,r,* 



Mutando nella formola (7) u in a'u, si ottiene 



T+i n 

9,(2+a*tt)= 2 9JlW9r+i-k(*'tt) + 2 9*(z)?»H.+i-)k(a*«») . 



.'* St* 



ovvero, in virtù della formola (6], 



r+l » 



* r+i* 



fM-t II 



.'* ?:;* 
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Facendo variare s da o ad n - 1, e facendo la somala dei risultati, si ottiene 



n-i 



(22) V 9,(2+a'tt) = n?,(2)?,(tt), 



Questa equazione, per r = 1 e 2 = u, diventa 



(23) ?fW* = -2.'*0^+^>^)- 



La stessa equazione (22), per n = 2, diventa 

?i(2 + w) + ?,{z-u)=:2i{i,(j5)94(u). . . . per r = l, 
e 

?2(z + i*) + ?»(2 - w) = 292(j2)9i(ti). . . . porr = 2. 

Queste due equazioni, posto 

si traducono nelle note formole 

cos/wc + coshy = 2cosh| (x + j/)cosh| (x-y) 
senkx 4- senftì/ = 28enh|(a5 + 2/)cosh|(x-i/). 



Relazione algebrioa fra le funzioni f. 



Per stabilire la relazione fondamentale fra le funzioni f , è uopo premettere 
un teorema intorno ad un particolare determinante. 
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Sieno Oi, 0^, a^, - . .a^^ n quantità reali o complesse, e consideriamo il detcr< 
minante 



A = 



a, 



a. 



a. 



Ofi-I 



. a 



ll-f+2 



a«- 



r+5 



a, 



a«. 



n-r+4 



• . . Oi 



• ■ • Ui 



. • # CIj 




a. 



^«-1 ^n-t 



a 



»-f+i 



• . . Cli 



Il suo sviluppo sarà una funzione omogenea delle a e di grado n , la quale 
dico che è decomponibile nel prodotto di n fattori lineari nelle a; di n termini cia- 
scuno. 

Infatti I essendo a una radice primitiva dell' equazione 

05» = ! , 

moltiplichiamo ordinatamente la 2*, la 3* . . . la r"** . . . la n™* verticale di A per 






«* j • • • 



lC-O» 



»(»-!)• 



e le corrispondenti orizzontali per 

a'(«-0, «•("-«>, . . . a'(«-^«), ... a*, 

il che equivale a moltiplicare A per una potenza di a di grado multiplo di n, ciò 
che non altera né il valore né il segno di A , essendo a** = 1 , e poscia addizio- 
niamo alla prima orizzontale di A tutte le altre, avremo : 



A = 






{n-r-i-i , 



o^a 



t{n-i) 



<^ffl' 






a< 



. . . aaa^'C*-*) 



a«^a 



i« 



• . • Oi 
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Ora essendo evidentemente eguali fra loro tutti gli elementi della prima ovìt 
zontale, risulla che A è divisibile per 



fi 

5] o^a'f»-^') ; 



'r 
1 



facendo in questa somma variare s da o ad ?i - 1, essa prende n valori diversi e 
primi fra loro; dunque si ha : 



n 






essendo M un fattore numerico indipi'ndente dalle a. Per ottenerQ il valore di M 
faremo quindi in questa equazione tutte eguali a zero le a con indice diverso dal- 
l'unità ; allora il primo membro si riduce ad a," ed il secondo ad Ma,**, e perciò, 
dovendo essere 

o," = Ma A 
segue 

M = 1 

e quindi sarà, come trattavasi di dimostrare 



n fi n 



111 1 



(*) Il teorema espresso in questa formola fu enunciato per la prima volta dal sig. 
Spottiswood (Creile Journal fiir die Mathemaiik , Band 51) ; il Ch.«*o Prof. Cre- 
mona se ne serve per dimostrare un teorema di Àbel nel tomo settimo degli annali 
di scienze matematiche e fisiche di Torto li ni a pag. 99 , e ne riporta la seguente 
dimostrazione dovuta al Qh.^^ Prof. Br loschi. 

Si ponga 

0,. = ao + a,(Xy + fl^a,.» + . . . + a«.,a*'V_, 
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Questa formola si può aache compendiosamente scrivere cosi : 



ft-l n 



1= |s| ^a,a'(«-'+«> 



Ciò premesso , si moltiplichino fra loro le equazioni (4) si ottiene 



«— I n 



Pf 2 «'^""^'^TrU) = 1 ; 



f 



supposto 



flV = a', 



Si moltiplichino fra loro i due determinanti 



P = 



o, . . . o„_, 



a« . . . o, 



o» . . . «1 



«n_i flg . . , a,^2 



Q = 



1 1 



1 a, 



1 . . . . 1 



a, 



• • • 



a»-i 



1 «!* O,* . . . Ot^i* 



1 a,*"* a,*"' . . o^fc-i*"* 



Eseguendo la moltiplicazione per linee, ed avendo riguardo alla condizione GC^^oT, 
le colonne del determinante prodotto riescono ordinatamente divisibili per 0, , ^t ••Oh? 
e si ha 

1 1 1 1 



PQ = 



^-1 



fcji-i • • • 



«»- 



ti-i 



*fl-l *ii-s • • • *II-S 



«-I 



1 



a,*. . . . a,""* 



•i *t • • • •«• 



Ma il determinante che entra nel secondo membro di questa equazione è eguale 

n(n-t) 

a (— 1) • Q ; dunque si ha 

0, «,..•••• = (-1) « P. 
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ma il primo membro di questa equazione rappresenta il determinante A, quando alle 
quantità a^^ a^ ' . - a^^ si sostituiscano rispettivamente le funzioni f|(z), (f^[z). . . ffn(z)\ 
quindi, per relazione fondamentale fra le n funzioni ?, si ottiene la seguente equa- 
zione 



(24) 



D = 



?l(2) 


<tn(z) 


?»-l(2) 


• . • ?t(«) 


?»(z) 


9i(z) 


<P»U). • 


• • <P»(z) 


9»(z) 


?l(2) 


9i(2). ■ 


. • • ?«(2) 


• • 

9r(Z) 

• • 


• • 

• • 


9r-»(2) 

• 


• • • 

• • • ?r+l(2) 

• • • 



?«(2) ?»-i(z) <P»-i(z)- • • <Pl(«) 



=1. 



Nel caso di n :> 2, si ha : 






9i(2) 



= 1, 



ovvero 



9,(z)» - 9i(z)'= (9i(z)+?j(2)) (91(2) -«Pi(z)) = 1 . 



0, in altri termini, 



cosb*z - senh*z = 1 . 



Nel caso di n = 3 , si ha : 



?l(2) <Pj(2) ?»(Z) 

9i(2) 9.(2) 9j(z) 
9»(«) 9»08) 9i(2) 



= 1, 
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ovvero 



(25) 



9,(2)H?,(z)»+?,(z)»-8?,[z)(?,(z)(p,(z) = 1 , 



ovvero 



(9|(Z)+?»(Z) + 9»(Z)) (?l(2)»+<P,(2)*+?j{z)*- ?,(2)9j{3) - ?,(3)?,(2) - 9t(z)?t(2)) = 



Finalmente per n = 5 si ha, scrivendo semplicemente ?, por tf^z), 



?l 


»s 


9» 


9» 


9t 


?» 


?1 


9« 


9» 


9» 


?$ 


?1 


?i 


9s 


9* 


?» 


?J 


9» 


9i 


9» 


?» 


?* 


98 


9i 


9i 



= 1, 



ovvero 



(26) 



91* + 9»' + 9j' + 9*' + 98* - 59i*(9i98 + 9a9*) " 



59»*(9»9» + 9*9.) - 59,»(9»9« + 5i9») - 
59*'(9i92 + 9j98) - 598'(9i9« + 9i98) + 
59i*9**9« + 591*98*9» + 59«*9»*9» + 59»*9**9» + 
59«*98*9i + 59»*9**9« + 59s*98*9» + 59**9»*9i - 



59i9»9j9*9» = !• 



){ MI )( 



Formola di Moivre estesa alle funzioni ff, 
Formola di moltiplicazione. 



Riprendiamo l'equazione (6), cioè 






e mutiamoyi z in mzi avremo 






^"r 



elevando invece i due membri della stessa equazione alla potenza m^^ , si ha 



E{a'mz)^(^a'^^^%iz)\ , 



e dal paragone di questa equazione alla precedente, emerge 

(n \«» n 

Questa equazione noi chiameremo formola di Moivre relativa alle funzioni f , 
vista la sua simiglianza alla formola di tal nome, relativa alle funzioni circolari ed 
alle iperboliche. 

Ora ci proponiamo di determinare ?r(^2), essendo m un numero intero e po- 
sitivo , in funzione delle potenze intere e positive delle funzioni f,(:s) , (f^iz) , . . • 

9«(2Ì. 

A tale uopo facciamo nella formola di Moivre, successivamente 

8 = 0, s=l, 8 = 2,..8 = n-l , 



X212X 
ne seguono le n equazioni qui appresso : 










at(>*-^)9,(z) ì = V a«"-'^)(p,(tn2) 



(n \«» » 

2J a(«-«)("-'+«)9/2) 1= 2 «^""''<""^W»»2), 



ovrero, sviluppando i sommatorii dei secondi membri, 



(p.x 



(ftimz) + ftimz) + ... <fr{nz) + ... 9„(wz) 



( Z,**""" ''^^^ ) = 



= ?,(mz) + a*~'9t(m2) + ... «""'•*"*«p,(mz) + ... a?„(m2) 




?,(«)) = 



a*("-''+*><p,(jz) I = ?,{nw) + a*(»-«)9,(mz) + ... a»(*-'+«>9,(niz) + ... a^^Jmz) 





a('^)<»-'-")9,{z) ì=9,(m«)+a<*-')<'^>?,(«M)+...a<'^'>(^'+«9,(iitó)+...a»-*9jm»), 
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Si moltiplichino queste equazioni, ordinatamente per 

«o(»-«, a'('-«), a»^-'). . . o("-«) ('-«), 

e poscia si addizionino membro a membro ; è facile vedere che la somma dei se 
condi Diembri si riduce ad 

infatti in questa somma il termine moltiplicato da una f qualunque, p. e. da <fi^{z) 
ha per coefficiente 

onero 

ora se fc = r, questo coefficiente è evidentemente eguale ad n » per essere 

ed è invece nullo se A; è diverso da r; vale a dire che nel secondo membro rimane 
solamente il termine nfff{mz); si ha quindi 

nfffimz) = 
ovvero, più compendiosamente , 



(28) ?,(mz) = 1 2/^'"^ I S/'*"*'^'' <^)1 



Questa forinola ò vera qualunque sia m. 
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Supponendo ora che m sia un numero intero e pasitiyo , potremo sviluppare 
la potenza m^ contenuta nel secondo membro, ed avremo posto per semplicità 

|i = fc^(n - 1) + fcj(n - 2) + ... + fc^.,(n - n + 1) , 

n<ff(mz) = 

nella quale equazione la somma va estesa a tutte le soluzioni in numeri interi e 
positivi deir equazione 

\f) Ik + fc| f fc, 4- . . . + fc».| = m. 

Ora secondo che si verifica o no la congruenza 

(JL + r - 1 s (mod. n) , 
la sómma 

si riduce ad n ovvero a zero, quindi avremo, definitivamente , 



•(2)*- 



(29) (p,(m2> = 2^ fcìfc^|fc^t,,,fc^ ^1 ?i(2) ?t (2) 98 W •.. 9 
che è la formola richiesta, nella quale le quantità 

oltre a verificare la equazione (fj, debbono ancora soddisrare alla congruenza 

|i + r — 1 = (mod. n) 

oTTerO} sostituendo a |i il suo valore, 

kiin - 1) + ft,(n - 2) + ... + t^r n-(n-l) j + r - l s (mod. n) 
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aDche, togliendo tutti i multipli di n, 



fc, - 2&2 - . . . - (n - 1) fc^_, -I- r - 1 = (mod. n) , 



finalmente 



{gì fci + 2fc, + . . . + (n - 1) /c^, = r - 1 (mod. n). 

La (29) crediamo conveniente chiamarla formola di moltiplicazione relativa alle 
funzioni 9. 

Esenij>ii. 

Per n = 2 ed r = 1 , r equazione (f ) e la congruenza (g) diventano 

& + fc, = m 



fc, = (mod. 2), 



e le soluzioni comuni sono : 



^1 = 0^ 2, 4^ 6... 

fc = m, tn-2, m-4, m-6... 



e quindi avremo 



(30) v,{mz) r= ,,(jz)« + 211^^ 9i(«r-*92(^)* + 



Per n = 2 ed r = 2 , la (/) e la (g) si riducono a 



A; + fc, = m 
fc4 = l (mod. 2), 



e le soluzioni comuni sono 



& = fji -^ 1, wi — 8, m--5. . . . 
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e quindi aTremo 



^«^> ?«<'"^) = IK^ ?.(^)-9. W+ 3T(;^ 9.(z)-'?.(.) + ... 



Le equazioni (30] e (31), in altri termini . sono le note relazioni 



coshmz = cosh**jz + 777; — ^ co8h"*"*jz senh^z + .... 

2!(m-2)l 



senhmz = --77 — ^ cosh"^j5 senhz + -077 — '-^ co8h*"'z senh*2... 
1 ! (m— 1 )! o! (m— 0)1 



Per n=3 ed r=l la (fj e la {g) diventano 

k+ k^ + k^z^m 

fti + 2k^ = (mod. S). 

e le soluzioni comuni sono 



&, = 


A, = + 8a 


/& = m — Sa 


ftl = l 


ft, = 1 + Sa 


&=m-(2 + 3a) 


A;« = 2 


fc, =r 2 + Sa 


fe=m-(4 + 3a) 


&i = 8 


ft, = + 8a 
etc. 


k = m-(S + Sa 



dove a rappresenta un numero intero qualunque al quale bisogna dare i Yalori 
0, 1, 2... e la legge con cui procedono i valori delle diverse k è evidente, cioè fc| 
varia per tutti i numeri interi consecutivi e positivi; fc^ riprende periodicamente i 
valori 0,1,2, prescindendo da un multiplo di 3, ed il vs^lore corrispondente di k 
è m diminuito della somma dei valori di fci e fc^ 

Facendo m = 2, quelle soluzioni si riducono a due solamente, cioè 

&^ = &, = & = 2 

k^-1 &3| = 1 & = 
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e la forinola (29) si riduce a 

9i(2jz) = ?iW* + 29j(;5)93(;s), 

di accordo con la forinola (14). 

Facendo, m=3 avremo le quattro soluzioni seguenti 

» 

ft4 = ft, = 3 A;=0 

&^ = 1 &, = ! fc=l 

fc,=:3 fct = ik = 0, 

e la forinola (29) diventa 

?i(3;5) = 9,(2)» + c?,(2)» + <p«(2)» + «39,(2)9,(js)c?.(js) , 

conformemente alla formola (17). 

Questa equazione , tenendo conto della relazione fondamentale (25) , si può 
anche scrivere più semplicemente come segue 

(32) 9i(3^)=l+9(p,(z)<p,(2)?3(2). 

Nella stessa ipotesi di n=3, facendo r=2, la (f) e la (g) diventano 

fc + fti + fc, = m 

fci H- 2fc, = 1 (mod. 3) , 



e le loro sohizioni sono 



&, = 


ft, = 2 f 3a 


& = m - (2+8a) 


&. = 1 


A, = + 3a 


fc=m-(l+3a) 


ft, = 2 


A, r= 1 + 3a 


fc = m - (3+8a) 


A;i=:8 


ftj = 2 + da 

etc. 


fc = m- (5+8a) 


▼ot. X?. 
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dove a è un numero intero positivo qualunque al quale bisogna dare i valori 
0, 1, 2,..., ed anche qui si vede che , mentre k^ assume i valori 1, 2, 3, 4, 5, .... 
la k^ ripiglia periodicamente i valori 0, 1, 2 , prescindendo da un multiplo di 3. 
Facendo m :^ 2, le precedenti soluzioni si riducono alle due seguenti 

fc, = fcj5=:2 fc = 



ed avremo 



9t(22)=95(s)* + 2(p,(2)9,(2), 



di accordo con la formola (15). 

Per m = 3 poi le stesse soluzioni si riducono alle tre seguenti 

&, = &, = 2 A; = l 

fc, :=1 fc, = fc = 2 

fc, = 2 fc, = 1 fe = 0, 



e quindi si ha 



9,(3z) = 8c?,(s)9,(js)* + 3<p,(z)9i(2)* + 3(?3(s)?,(s)«, 



conformemente alla formola (18). 

Finalmente , ancora nella ipotesi di n=3 , facciamo r=:3 , la (f) e la [g] si ri- 
ducono a 

fc + fc, + fcj = m 

fci +2fc,==2 (mod. 3) , 

e le loro soluzioni sono 



fc, = 


ft, = 1 + Sa 


ft = m - (l+3a) 


fcl = l 


fc, = 2 4- 3a 


fc = m - (3+3a) 


k, = 2 


/cj = + da 


fc = m- (2+8a) 


t, = 3 


A-, = 1 + 3a 
etc. 


& = m - (4+3a) 
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quando 4Ìd a si attribuiscono i valori 0, 1, 2, 3, 4, 5, .... Si vede che dando a &« 
ì valori i, 2, 3, ... la k^ acquista periodicamente i valori 1, 2, 0, prescindendo da 
un multiplo di 3. 

Se si fa m = 2 le soluzioni precedenti si riducono alle due 

&, = fc, = 1 & = 1 

&, = 2 fc, = & = 0, 

e se si fa m=3, si riducono invece alle tre seguenti 

k^zzzO &, -. 1 fc = 2 

&, = 1 &, = 2 fc = 

fc, = 2 &, = ft = l, 

sicché si ha 

di accordo rispettivamente con le formolo (16) e (19). 

Relazioni trascendenti fra le funzioni ?. 

Supponiamo che a' ed of' sieno due radici immaginarie coniugate dell* unità , 
in modo che, se poniamo in generale 

a* = a^ + ibit 

sarà 

se 

k + k'^0 (mod. n). 
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L'equazione (6], applicata a ciascuDa delle radici af, a*', dà 



£(«•2)= y a.'^'^-»\{z) 






ovvero 



E(a'z) = £ ( «.(n^i) + ìWm.1)) ?r(^) 



E(a* 2) = £ (a,>in^r^) + <6.'(i»-r+o) 9r(2)- 



Sottraendo ed addizionando successivamente , si ottiene 



E(a';5) - E(a*2) = J^(^ a.(^.,^,) - a^d-r+i) + < ('^•(--^*) "" ^'(*-r+t)0) ?r{2) 



E(a'2) + E(a' z) = 2]^( a,(.^o + a,.(^^+o + i ( 6,(n«r+,) + 6.'(«^i) )) ?,.(jk) ; 



ma, supponendo 



8 + «'sO (mod. n), 



si ha 
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quindi le due equazioni precedenti si riducono ad 



li 



i' 



ECrfz) + E(a''2) = 2 2 «•(•-f+i)Tr(2)- 



,' 



Dividendo la prima per la seconda , si ha 



E(tt'2) - E(tt' g) _ . 1 
E(a'2) + E(a.''z) " * « 



/] 6.(»-w-l)?r(2) 



^^0,(n-r+f)9r(2) 



Sostituendo ad a' ed a' i loro valori a, + ib, , a^ + t&t' , sarà 



n 

2j *i(fi-r+«) ?r (2) 



1 ' E(a,z) E(i6,2) - E(o,^) E(t6,.z) 

tf*"^ I -II- I w^MB^MMav ^ 



2^ tt«(n-r4.|)9rW 



r 
1 



ma , per essere 

s + s'sO (mod. n) , 

si ha 

quindi si ha pure 



fi 

V 6,(n-f+l)Tf(2) 

. X: ^ E(b^0^E(-6,20 . 

^ E(6^i) + E(-6,z<) ' 

1 '^ • 



X222)( 



rammentando che 



— ^-i — 5-— = t isb^ 



Cd 









o\Tr.rò 



■1 



jàvrrmD finaìniMitr 



^ 



<^.> 



e V^ - = 



arrir 



V 



t. 






. , ■• >» !■ ^ * ^ " «-T»' ■*• *• ^^ • " '*t*- 



<f /*> 



V 



» '•♦, ^1 -.'..•"->'"•■ t- 



I» 



S,s* 
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Per n = 5 poi , essendo 

a, =1 6, =0 



- 1 - ^/5 ^ ^ Vio - 2 V5 

«t = «5 = 7 6j = -6,= '. 



- 1 + V5 ^ ^ VlO + 2 V5 

«3 = «4= 1 fes=-&4 = 1 



avremo le due equazioni seguenti 
s = arctg 



49,W - (?,(2) - ?5(2))( 1 + V5) - (vaW - 94(^))( 1 - Vs) 
:= arctg 



Conseguenze delle fornrìole preoedenti 



Dair equazione (33) , posto 



— — = w. 



• • 



SI ricava 



tgu = 






t zz* ♦ 






iai 1 = 



•<-n-nO 



l4 - li = -X - --6 11 IfÀ. /*-M\ /2u\ /2u\ 



•ìTPr'.. i-Tirniia msenca ai ^i . 



.'..» -«1 '4 = 



I 



.r.iii. ^-jurnti* -si n'^wi 



» .^ 



i':^ % = 



li 



U Iz — ' 



I* 



^•'^^"^ 






* "i" i "1, i %' 






Si i^nr.u 'rsi > f':-L*:''i :ìi^ e>7r l'ii-: Te tiMx.z^ r.ricLiri della variabile u 
per xeiza i^^Ie i:a^':c. ti l ~^ ^ * ^ i 

Ejc rr:cxnen:! sì rcsjSvCL': iT^r* i«t"i i*; .x:.»:ìij. ^ìl^ escrimoQO le funzioni 9, 
3t*v ::i>a :ì «i = 1 . r«fr xvn? L fi':^'i* :r:MUt iù -f^cccfsiiaJì. Basta perciò 
sus:-ri.7^ l'i.le e*;,uLLi:'U cb^ ici- Sv- :: e s ,. -il^ci ^L x*d a*, onero associare 



*T.- 



1 ^" , =>r. -f 



IV 



•> ■• 
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Da queste equazioni si deduce 






?i(2) - ?8(«) = - — « » 8®^ 2 



2 ^ 2V3 

V3 



I valori di z che rendono 



?i(2) = <P»(2) 



sì ottengono quindi risolvendo l'equazione 



cos 



(¥-!)-■ 



donde 



¥-l=O'+0l' 



ovvero 

2(2+3fe)Tt 

Similmente i valori di z che rendono 



?iW = 98(5) 



sono le radici della equazione 



COB 
VOI.. ZT. 



(¥4)=». 
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donde 



ifV|=(mi)|, 



ovvero 



2(l-f3fc)Tc 

z = ■ 



3v/3 



Finalmente i valori di z che rendono 



9i(2) = ?»(2) 



sono le radici dell'equazione 



2n/3 . 
sen-5-=0, 



ovvero 



^=*K. 



donde 



2Anc 



Segue adunque che le tre equazioni 



2/ = 9,(x) = lf^j + ||+.... 



, , ;2* 2» 2« 
I/ = ?i(«)-^ 2! + 5! + 8! + •••• 



V=9J(2)=2+|ì+|j+ .... 
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rappresentano tre curve che volgendo costantemente la convessità verso Tasse po- 
sitivo delle z, sono tali che una qualunque di esse incontra ciascuna delle altre due 
in inGniti punti; inoltre non vi è alcun punto comune a tutte e tre. Chiamando 
tn', ni", m"' rispettivamente i valori di z che corrispondono ai punti comuni alla 
prima e seconda, alla prima e terza, alla seconda e terza, avremo le seguenti re- 
lazioni 

9j(W) - 9,(m') 

?f (2) - 9a(2) " 9i(2) - 93(2) 9i(2) - ?3 W 

9i(m") - 9,K) 

9,(z) - 9i(2) 9i(2) - U^) Uz) - 9»W 



9,(m'") - 9,(m'"). 

Nel caso di n=3, ci proponiamo di dimostrare la esistenza d*inQniti valori reali 
che annullano le funzioni 91(2), <f^{z]^ 93(2). 

Per la prima, i valori di^z che Tannullano sono dati, in virtù della equazione 
(36), da 

e* + 2co8 'Y'^O , 
donde 

e *= -2cos -5 



Consideriamo le curve rappresentate dalle equazioni 



85 



y=e 



y = - 2 008 -5— . 



K 2M X 

Costruendo queste curve, esse ci mostrano che s'incontrano in inOniti punti 
posti nel verso delle z negative ed i quali corrispondono a valori di z tutti difTerenti 
fra loro , e questi valori di z sono le radici deirequazione 

9,(2) = 0. 

Si noti che queste radici, quando si riferiscono a punti molto lontani dairo- 
rigine , tendono a differire di 2ic, perchè la curva rappresentata dalla prima equa* 

zione 1/ = e ^ ha per assintoto Tasse negativo delle z. 
In secondo luogo i valori che rendono 



9i (*) = 



sono dati dall'equazione 



3» 



e»=28en'" • "^ 



/it z>JS\ 



e perciò sono le z dei punti d'incontro delle curve 



Hi 

— Al 



y=e 



y=2sen(g + — j. 



le quali evidentemente s'incontrano in infiniti punti posti dal lato delle z negative 

2ic 
ed i quali tendono a porsi alla distanza costante ~^ . 

Finalmente i valori di z che rendono 



9.W = 



sono quelli che verificano Tequazione 



.?=^(i-i^). 
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cioò sono i valori di z corrispondenti ai punti d'incontro del!e due curve 






2/ = e 

le quali eridentemente s* incontrano in infiniti punti posti dalla parte delle z nega- 

2it 
tive. Questi punti tendono a porsi alla distanza costante ~^ . 

Ora ci proponiamo di vedere se esistono valori complessi di z capaci di an- 
nullare le funzioni 9,(z), ft(^), <fi(z), e scegliamo ad esempio ?,(j3). Chiamando a-\-ib 
un valore di z capace di annullare <ft(z), si dovrà avere 



- ji. o-t-zò a+ib 



OTvero 



« /' .. A o-V i» 6N/ o^/3 .6^/3 . o^S .6^/8^ „ 

e" (cosò + t seuò )+2e i(co3n — t ^®'' 2/V*'*'"¥~ " — 2 — weii-^aen/i-^ 1=0, 

ed eguagliando a zero la parte reale ed il coefficiente di i, avremo le due equazioni 
seguenti 

ercosb +2 e « ( cos^cos— —cos/i-^ — aen^sen-^ senfc-^ 1 = , 
e'^senò -2 e t ( cos^sen— ^enfr~- +sen^co8-5— cos h "^ ) = ^. 



ovvero 



^ e ■ cosò = — cos 5 coB -7f- cosh,—!- -f sen^ sen -i sen/» — ^ 



gè* sen = cos - sen —5- san/» -^- -f seng cos — g- cosft —^ ; 
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-e * sen ^ 6= sen -^ seiiA -g- 



4> 



1 \a 3^ flN'3 -^nS. 

- e « C08 ^ 6 = - COS -^C03A— ^ 



Pr.rria rJi anelar oltre , è facile vedere che Talori della forma 6» capaci di an- 
f, >:;are ?, z, non te ne sono, perchè T ultima delle soprascritte equazioni per a=0 
M rt'ìnnt a 



1 3^ ^bs/B 

-C09g = - COSA— g-, 



^'|tjft;jone evidentemente assurda. 

iVr dimoNtrnre ora che esistono valori di a e 6 capaci di soddisfare alle equa- 
zioni fw;» fioHtifuircmo a queste il sistema seguente 



^i^^"^ -*^«^tgfc-^ 



- e*^ = cos* — j- + senft* -^ . 



(>oMtruQn(lo lo curvo rappresentate da queste due equazioni, considerando a e 
/; conio coordinato, ai ottengono due curve formate di infiniti rami ognuna, le quali 
ni lM((lluno In una serio di punti doppiamente inQnita. 

Quindi vi sono InOniti valori complessi di z che soddisfano Tequazìone 

?l(2) = 0. 
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Altre funzioni esprimibili per mezzo delle 9. 



Consideriamo ora la equazione 



x'* -h 1 = 



le cui radici, essendo n numero primo dispari, si possono tutte esprimere per mezzo 
delle potenze di una sola di esse, che non sia —1; se ^ è tale radice, formiamo le n 
funzioni 



Vt(^) = 






I / X , 1 ^» P'"E(f'*2) + g*E(p z) -f g>'^E(g«z) + .... + p*(^-0E (^'*-^2r) 
H^ì = (-1)' ^j^ • 



■ • 



. , „_, p( "-«)»E(g»7.)+g''-«E(Pg) + g«(«-«)E(P«z)-|- ... +p("-ti(»-OEfg*-«z) 

Poiché le radici delFequazione a?V 1 = sono eguali ed opposte di segno alle 
radici deirequazione oc*- 1 =0, si ha evidentemente 

H^) = ?i(-2) 



*n(-)=?ii(-2). 



Ora vedremo come le funzioni 4^,(2) ^^2(2). . . . if^{z) si possono esprimere per 
mezzo delle altre ?|(2] , ^^{z) ... 7^(2). 
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Mutiamo, a tale uopo, u in -z nella equazione (6'), avremo (osservando che 
y^(0) = ovvero =1 secondo che r > 1 ovvero r=l) il seguente sistema di equazioni 

^%(z)^i(z) + <Pi (2)^1^,(2) -r ... + ^ziz}^M = 



Risolvendo questo sistema di equazioni rispetto ad una ^ qualunque , p. e. 
rispetto a ^r{z)j e, tenendo presente la equazione (24) , avremo 

^riz) = «,(2) . 

essendo 4»/z) il complemento algebrico delFelemento f,.(z) nel determinante D. 

Segue da ciò che la relazione Tondamentale fra le n funzioni 9,(2) fs(z) .... <fj^z) 
può anche essere scritta cosi 



£ Vr(z)^r{z) = 1 . 



ovvero 



II 

Y ?r(2)?,(2) = 1. 



Inoltre si noti che essendo 



E(Z) = 2 9r(:!) 



E(-a) = £ «P^W = y 9r(-z) , 



i 1 



)( 233 )( 
si ha, moltiplicando membro a membro queste equazioni , 






e quindi 






anche 



n un 

2j fr (Z) <Pr (-2) = y. <friZ)y. ?r(-Z). 



Porremo termine facendo vedere che <fr(z-u) si può esprimere per mezzo di un 
determinante. 

Infatti , mutando u in -u nella formola (6'), si ha: 

<?,(z-u) = T,(z)9,(-tt)+9_,(2)?2(-tt) + ... + <ti{z]9r{-'>*) + - + 9r+l(2)9«(-tt) , 

e rammentando che in generale f,.(-u) rappresenta il complemento algebrico del- 
l' elemento fr(u] nel determinante 



9i(w) ?»{«) ?»(«) 



?»(«) ftH 



?jM 



9«(«) 9«-i(«) 



9i(«) 
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In questa nota Togliamo generalizzare le formole date pel centro di gravità di 
una curva o d'una superficie, considerando la prima e la seconda come intersezioni 
di spazii a più dimensioni. 

Prima di tutto diremo qualche cosa suir elemento lineare e sul superficiale. 

Nella ricerca di questo ultimo abbiamo potuto imbatterci in una espressione 
analoga trovata dal sig. B e e z (*), della quale cosa siamo stati avvertiti dall' egre- 
gio professore Beltrami. 

I. 

Sia (x^ o^s . . • Xn) un sistema di n variabili indipendenti, coordinate, ciascuna 
delle quali è suscettibile di tutti i valori da ~ oo a + oo ; il campo di tutti i valori 
che può ricevere il sistema è ciò che dicesi spaziò ad n dimensioni e che indiche- 
remo con 00*, che è il numero de* punti di cui è costituito lo spazio. 

Se si considerano fra gli oo " punti dello spazio ad n dimensioni, quelli di cui 
le coordinate soddisfanno all'equazione 

si ha una varietà ad n - 1 dimensioni, contenente oo *"' punti. 

LMnsieme de* punti rappresentati da due, tre, ...,11 equazioni fra le coordinate, 
costituisce una varietà a 



O MadiemaUschea Aiio«leo« 
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ovvero gli spazii dei quali il numero de* punti è rispettivamente 

00*"* ,00*"* 00*, 00*, 00. 

Quindi il punto è una varietà di dimensione nulla. 

Come nello spazio a tre dimensioni una relazione fra le coordinate 

dà luogo ad una superficie, e due relazioni ?. = e 92 = ad una curva , così in 
generale n-2 varietà ad ?i— 1 dimensioni danno luogo ad una superficie, ed n-1 
varietà ad n— 1 dimensioni ad una curva; quindi una curva è una varietà ad una 
dimensione, e una superficie è una varietà a due dimensioni. 

Nello spazio a tre dimensioni si distingue fra le superficie quella, di cui Tequa- 
zione è del primo grado nelle coordinate, cioè il piano : 

pX + 5T - Z 4- p = 0. 

Il piano è determinato se si conoscono i suoi coefficienti di direzione p, q, - i 
e uno de* suoi punti. 

La sua equazione in questo caso è 

p(X-x)4-g(T-y)-(Z-2) = 0. 

Un punto e un piano passante per esso punto costituiscono un elemento dello 
spazio. Un elemento dello spazio è dunque determinato da cinque quantità, dette 
le sue coordinate 

aj,2/,J2,p,g 

e quindi lo spazio ne contiene 00*. 

Fra gli elementi dello spazio, quelli di cui le coordinate soddisfattilo airequazione 

F(x,i/,2,p,9) = 

sono in numero di 00^, e sono detti gli elementi di questa equazione, ovvero gli 
elementi della figura rappresentata da questa equazione. Per ciascuno de' punti dello 
spazio passano 00 * piani, di cui 00 solamente costituiscono, con questo punto, 00 ele- 
menti della equazione F = 0. Questi 00 piani inviluppano un certo cono avente per 
vertice il punto comune. 

Nello spazio ad 71 dimensioni , possiamo chiamare piano la varietà ad n - 1 
dimensioni di cui l'equazione è lineare per rapporto alle coordinate correnti. 
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Un piano passante per un punto (as, Xf . . x„), ha per equazione 

Pi (Xi - X,) + Pt (Xj - Xj) + . . . + p„(X„ - cc„) = 

e costituisce col punto stesso un elemento dello spazio, determinato dalle 2n coor- 
dinate 

35| , Xj , . . . , 05u , Pi y P2 9 • • • 9 Pn* 

Lo spazio contiene 00** elementi. 

La figura rappresentata dalla equazione 

F(a?, ... 05» , Pi . . . p») = 

è rinsieme degli elementi, in numero oo**"' che soddisfanno a questa equazione. 
Questi clementi sono detti gli elementi della equazione della figura corrispondente. 

Considerando lo spazio, varietà a tre dimensioni, lo possiamo dire : Un com- 
plesso continuo triplamente infinito di punti, contenuti in esso. 

Le superficie e le linee contenute in esso sono varietà , come abbiamo visto , 
a due e ad una dimensione, le diremo : Complessi continui doppiamente e sempli- 
cemente infiniti di punti. 

La retta è fissata da due punti, e il piano da tre punti non per diritto. 

La retta si può considerare come un complesso semplicemente infinito costi- 
tuito da' piani che passano per essa, due de* quali sono sufficienti a determinarla. 

Il punto può essere considerato come un complesso doppiamente infinito di 
piani che passano per esso, tre de* quali bastano a determinarlo. 

Come complessi doppiamente infiniti di rette possono considerarsi tanto il punto 
che il piano ; lo spazio è un complesso di rette quadruplamente infinito (*). 

Fra due spazii S e S' dello stesso numero di dimensioni si può stabiUre una 
corrispondenza fra un elemento dell'uno e uno pjù dell'altro. Il quale fatto è sta- 
bilito per mezzo di relazioni fra le coordinate degli elementi de' due spazii , e co- 
stituisce una trasformazione geometrica (**). 

Razionale è la trasformazione geometrica^ quando ad un elemento di S S ' 
corrisponde un elemento di S' S, eccetto per alcuni elementi detti fondamentali 
ai quali corrispondono, non un solo, ma infiniti elementi. 

Complesso di rette di Plucker è uno spazio a tre dimensioni, i cui ele- 
menti sono rette. Esso è di grado n se sono 71 le rette del complesso che pas- 



(*) Vedi Battagli ni, Memoria 1*^ sulla Geometria proiettiva (Questo Giornale t. XII 
p. 300). 

(**) Vedi la nota del prof. Cremona a Sulla corrispondema fra la teoria de^ sistemi 
di rette e quella delle superficie n. Atti della R. Accademia de' Lincei t. 3 Serie II. 



)( aas )( 

sano per un punto dato ad arbitrio e giacciono in un piano che passa pel punto; 
quindi il complesso è lineare se n = 1 . 

Congrv,enza secondo Plùcker è uno spazio di due dimensioni, i cui elementi 
sono velie (*)' Se di esse rette n passano per un punto e m 'sono situate in un 
piano, la congruenza dicesi di ordine n e di classe m. Se m^n la congruenza 
dicesi di grado n ; quindi la congruenza è lineare quando m = n = i . 



n. 



Se l'elemento d'uno spazio ad n dimensioni è dato da 

dSn^ = dfic,* + dXf^ + . . . + (te,»*, 
quello dello spazio S^.! , oTYcro della varietà ad n-\ dimensioni sarà dato da 



ds^t* = IZ E,| du^ dUf , 



m eui 



'• '^dur'du, ' 



ise le (C) gQt . % . x« sono funzioni di n-1 variabili u, u^ . . . u^| , cioè in generale 
e dippiù funzioni continue ed a un sol valore ; ponendo 



A = 



A, 



dU| 
(te. 



(te. 



(/ag| 



♦ • • f 



dos. 



dU| du^ 



das, 
(tes 



du 



n-l 



dx. 



du„«i 



(*) StrahUnsystem di Kummer. 
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in cui A, , A« ... A. sono delle arbitrarie, atremo, ponendo 



«■=2(=è)'. 



M«= 



•ni 



Efjt 



E 



IH 



E 
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Eun-I 



E 



t9fll-1 



E»-IM ^n^iìt •••••• E||.|,||.| 



Se poi r elemento deUo spazio S^^ è dato da 



4b^ttdaB|d6Bt...% . .tioDw 



r elemento di $^^ sarà 



<b»-i = lld^fl ^ 



du 



come dimostra Q sig. Betti C). 

n Biemann (**) chiama piano lo spazio nel caso che 1* elemento lineare è 
dato nella 1* Torma. 

Ossenriamo che il determinante A è la somma algebrica de* prodotti degli A ri- 
spettivamente pe'Jacobiani di n-l delle x rispetto alle u, mancandovi la x che 
ha lo stesso indice di A. 

Cosi se indichiamo con 



¥ * Vt > X^ • m • Xf^^^ 



il jacobiano delle X| a^ • * • ^»-« rispetto alle U| u^ • . • Ua^i , avremo 






+ . . . +A.I 



X,Xt 



• • 



«i«i 



• * • 



secondo che n è pari o ^9pm. 



(*) Siigli sjMiu di un numero qualunque di dimensioni. Annali di Milano t. IV p. 148. 
(^) Ueber die Hypolfuten welche der Geometrit $u Grunde liegen voi. MI Acc- di 
Gottingen. 
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Nelle nostre ricerche, nel caso che ci convenga, potremo fare uso di altro ge- 
nere di coordinate che danno air elemento una forma più notevole, il quale genere 
il prof. Bel trami ha creduto chiamare polare (*). 

Ponendo 



. a?| — * A| j flCj "— • ^j ,••••••, wn — • »»n 



colla condizione 



xs + xs+...+x^=i 



e ponendo 



dA* = d\\ + dX*, + . . . + dl\ 



si ha 



dx\ + dx\ + . . . + dx\ = dr^ + r* dA«. 



m. 



Definire una superficie come intersezione di n-2 varietà ad n — 1 dimensioni 
esistenti in una varietà ad n dimensioni, è lo stesso che esprimere le n coordinate 
x«Xs...a?A di quest'ultima in funzione di due parametri indipendenti u ev. Sosti- 
tuendo queste espressioni neir elemento lineare dello spazio , si otterrebbe V ele- 
mento superficiale. 

Quindi ponendo 



avremo 



'^=1(1^''»+^*)' 



supponendo lo spazio, piano, di Riemann. 

Il sig. Beez (Mathematischen Annalen) in una sua nota: Ueber das Krum- 
mungsmaa88 von MannigfaltigkeHm (**) hòheren Ordtiung, fa vedere come considc* 
rando una varietà 

F(a5f,a5i ajj = 



(*) Teoria degli spazii di curvatura costante. Annali di Milano t. II. 

(•*) J/anni(7/a/%Atfi7 varietà de* geometri tedeschi. Vedi Cremona citata memoria. 
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e i punti A e A(^ infinitamente vicini per (i = i , 2 , 3 . . . n) di coordinate 

ed un punto qualunque B(j/o,i/, ,...,i/J preso fuori di essa, il volume del paralle- 
lepipedo A| A^*^ • B è dato da 



R=: 



1/q QCq U| Xq ttj Xq . . t (lf^ Xq 



y-x 



Ci| X U2 wvf • • • C(|| iZ7| 




!/ii "" ®« ^1 •?!• (I j a5„ . . . dji X 



Ricercando T altezza e dividendo R per questa altezza, si ha I* elemento super- 
ficiale di F = 0. 
Se poniamo 



(dw)» = (dWo)« + (dw,)» -f . . . + (dio J« 



avremo pure 



dcoo d,. Xo + do)| d, a?, 4- . . . + dw„ d,- »„ = 



(love i prende i valori suddetti, se per (ho^ , . 
al^^ebrici de' termini della 1* verticale. 
Abbiamo pure 



. , d(i}„ intendiamo i complementi 



R = doio(yo - ajo) + d^^t (l/i - aci) + . . . + dw^(y^ - xj 



ossia 

_R__dw^ Vq-Xq dii), y,~x, . dw^ y,,-x, 

(AB)dw" dto ' (AB) "^dw ' (AB) "^ ' ' * ^ dw ' (AB) 

ove (AB) è la distanza Tra A e B. 

II 2^ membro rappresenta , se con — ^ indichiamo i coseni di direzione della 

normale nel punto A alla F = 09 il coseno dell'angolo che questa normale fa con 
(AB) quindi si ha 



dfi) = 



R 
(AB)cos9' 



TOL. XT* 
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(AB)cos? è l'altezza di R; quindi dto è la base del parallelepipedo R, ed è T ele- 
mento superficiale della F = 0. 

Un procedimento, non del tutto simile a questo, 6 stato usato da Kronecker (•) 
per la determinazione dell'elemento dw. 

IV. 

Le idee già date sugli spazii a più dimensioni trovano la loro applicazione nella 
teoria dell' integrazione delle equazioni alle derivate parziali. 
Consideriamo una equazione 

/■(Xi ,Xj,x, ,pi ,p,) = (1) 

a tre variabili ; integrare questa equazione vuol dire trovare tutte le figure conte- 
nenti 00 * degli «> * elementi rappresentati da essa (varietà a 4 dimensioni), e tali 
che due elementi infinitamente vicini soddisfacciano all' equazione. 

dx, = p, dee, -f Pi dx^ (2) 

Se supponiamo il punto (x^jX^^x^) fisso, nello spazio a tre dimensioni, essen- 
do Pi e Pt variabili, gli elementi, così ottenuti, dalla (1) soddisfanno all' equazione 
di condizione (2) perchè si ha 

dXi = , dxt = , dac, = 

e questi clementi sono in numero semplicemente infinito, giacche la yarietà che li 
contiene ò ad una dimensione , riducendosi la funzione data ad una relazione fra 

duo variabili p, e p,. 

Più generalmente, integrare Y equazione 

f{ZyX^,X^...X^,p^JPt..'Vf^=^ (!') 

mi n f- I variabili , vuol dire trovare le figure contenenti oo " degli oo «• elementi 
rappresentati da essa ( varietà a In dimensioni ) e tali che due elementi infinita- 
monto vicini soddisfacciano all'equazione. 

d- = p, dXi + Ptdx^ + ' • . + ?•*»« (2*) 

So wipiwuiamo II punto x^ x^ ... x. , - fisso nello spazio ad n+1 dimensioni, al- 



(*) M»th«maU$chen Annaìen, 
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lora essendo PiP2'-/^M variabili, gli elementi cosi ottenuti, soddisfanno alle equa- 
zione di condizione (2'), perchè si ha 

da5| = ctej = . . . dXf^ = dz-0 

e questi elementi sono in numero oo*"*, giacché la varietà che li contiene è di n - I 
dimensioni, riducendosi la funzione data ad una relazione fra n variabili Pi ,P2 9*.*9 p»* 
Quindi le figure corrispondenti non sono degli integrali. 

V. 

Una equazione alle derivate parziali può essere generata da più equazioni pri- 
mitive. 

Consideriamo una varietà definita dalle m equazione fra n f 1 variabili e n 
costanti 

F^ (z, Xc . . . a;« 9 ai • . . aj = (1) 

per (r= 1, 2 . . , n). 

Cerchiamo 1* insieme degli elementi passanti , per i punti di questa varietà e 
tale che si abbia 

dz=Pi dx, + . . . +P,» da?» (2) 

A ciò, consideriamo la varietà ad n dimensioni di cui Y equazione è 

F = X|F, + XjPj+.. . + X„., F„_» + F„ = (3) 

dove F| Fj . . . F„ sono le funzioni date dalla (I), la quale è una varietà ad n - m + 1 
dimensioni e X| , X^ . . . X^_, essendo delle costanti arbitrarie. 

Tutti i punti della (1) fanno parte della (3), Cerchiamo, in questi punti della (3), 
gli elementi che soddisfanno alla condizione (2); perciò scriveremo le equazioni al 
numero di n 

£+p^|.0 (r=l,2...n) (4) 

Eliminando a, . . . a,| , X, . . . \^_^ fra le (1) e (4) si ha una equazione fra lo 
OS e le p della forma 

f(2,ai .•.x«,Pi . ..p«) = (8) 
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varietà, di cui tutti gli clcincnti soddisferanno alla (.') e avranno i loro punti sulla 
varietà (1). 

Al contrario si può vedere facilmente come Y equazione (o) rappresenta tutti 
gli clementi definiti dalle (l) e (?), 

Queste applicazioni del concetto di spazio a più dimensioni air integrazione delle 
equazioni alle derivate parziali sono dovute al sig. Lie (*), le di cui ricerche sono 
inserite nel recente libro del sig, Mansi on (•*). 

VI. 

Le istcsse considerazioni che abbiamo fatto nel caso ordinario delle curve e 
delle superficie faremo nel caso in esame, 

11 teorema de' momenti e della composizione delle forze parallele non subisce 
alcun cambiamento, nel considerare in siffatto modo le curve o le superficie. 

Quindi definiremo centro di gravità di una curva o superficie il punto deter- 
minato dalle equazioni. 



Xr=^-r- Pef (r = l,2,..n) (1) 

r 



in cui ds e Tclemento lineare nel caso della curva, e il superficiale nel caso delle 
superficie; in questo ultimo caso, come chiariremo in seguito, al numeratore e al 
denominatore vi sarà un integrale doppio. 
Consideriamo un sistema 

Fi (aci »! a? J = 

, . . . . (2) 



F»-i(aJ,a:, x^) = 



di n — 1 equazioni ; solamente n - 1 variabili si potranno determinare in funzione 
della n«»» . 



(*) Nachrichten von Gòttingen , Zur Theorie pariieller Differential gleiehungen ersier 
Ordnung, imbesondere Uber eine Classification derselben 1872. 

(**) Théorie des iquations aux dérivées pariieUes du premier ordre. 



)( 245 )( 

Sìa questa la a?,.. Se facciamo variare questa ultima fra due numeri a e 6 , 
avremo una serie di punti dati dal sistema delle (2), che costituirà la curva inter- 
sezione degli spazii dati, e che ha la lunghezza corrispondente ai valori a e b 
della a?^. 

Le coordinate ac, , ccj . . . x„ acquisteranno i sistemi corrispondenti di valori 
a(«)| x(% x^'\,, a x^%^i x^\ 

X I *A^S m » , a t 9 X f^\ O X fi-^l •••••« X^n • 

Supponiamo ora su questa linea sparsa con ordine di continuità una certa ma- 
teria, se 71 6 il peso dell'unità di lunghezza, il peso dell'elemento cteènds; indi- 
candolo con P, si ha 



2P=1t2](te=Tc|^Cte. 



I limiti dell'integrale possono, secondo l'espressione di ds in funzione della va- 
riabile arbitraria rimanente, cambiarsi nelle coppie 

Siene X| , X» . . . X» le coordinate del centro di gravità della curva, avremo 



^1 vb" "" 



IP [o/, .^, 

Iti da f ds 






fi 

Xf^ds 



r ds 



n 



•" 1« I' 

c^ t-:: t.-i::Li=i-j lineare del sbtena (?) si ha- 



-^Ir.Lr = 



. = 



\ - 



^-^— 1-^ i. 1:1 •:=^. r^^- li sotto r integrale coro- 
-/— -■'-■= 'ri^-i -1- cwrdinate, moltiplicata pel 






^"* >-"T*»::i >: su;^»^nìcic come intersezioni 
. -^:^ irTtr: ■':i:*: d-Jla simultaneità delle 



1-1 



r. . . . r^ =•» 



(J) 



. r, =.), 



^ 



*:» .*. 



L >-r- "ì •?. -. je>--. i-: ir elemento do è rd?, 



1 



■ ^* ■ ^ ^ ■ « J 



J"-^ ^T 



L«j 3. £ 



* • 



.^1- I 



: ;• J-L ?i:r»:rl.:> e óe' diffcreniìali di 
i ; .e * IT? .Jiieas^.'Di ha la forma a 



t - r 



"^ >^':. .»:jr^ ^jvrtsse 



in fimzioiù delle al- 



(2) 



«. % 



r :rn:r<: ;ci ^sfiiri di gnTtti si ani: 



. • « «• 



(3) 
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Dal sistema (1) abbiamo le n-2 equazioni. 

3F BF 'óF 

l^dx, + ^dx,+ . . . +p^da;„ = (4) 

dx^ ' dX2 BXn ** ^ ^ 

per (r= 1, 2 . . . n -2) , 

il quale sistema di equazioni ci darà n-2 differenziali espressi in funzione di due 
rimanenti, quindi sotto V integrale doppio comparirà sempre una funzione qualun- 
que di due variabili, coordinate, e dei differenziali di esse, e la (3) si scrive 

Il f^ {Xi , X, , dxt , dx,) 

Pei limiti è facile vedere che se le £C| e oc, sono le variabili delle quali tutte 
le nltrc sono funzioni, volendo determinare il centro di gravità del pezzo di super- 
ficie corrispondente ai valori (a e b) di Xf e (e e d) di x,, si ha 

I 1 ^i (05, , Xf , dxt , dee,) 

Y J n J e 

^r — rb fd 

j^j^^(Xt,x,,dXt,dx,) 

Dalle (2) potremo trovare il valore di ogni coordinata corrispondente ai due 
(lati, e quindi scrivendo le coppie 

nr* ot* if* T» T» or» 

tA/| *Aj9 *^3 • ■ • *Aji • • • «Ay, • • • M/|i 

aPif...a...c ...0 

essendo a e a, i valori di oc, corrispondenti a quelli di x, e x^ stabiliti , i lìmiti 
degli integrali sono pienamente determinati. 

Napoli li 26 gennaio 1811. 
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{Canlinuazione e fine , vedi* pag. 186). 

§ 9. Applicazione delle superficie combacianti ad ottenere i diagrammi 

del moto di un punto (*). 

Della teoria delle superficie combacianti si può fare un*iiiteressante applicazione 
per ottenere i diagrammi del moto di un punto , cioè la traiettoria del punto mo- 
bile e la legge del suo moTimento su questa traiettoria. 

Si abbia un punto 6, che sotto l'impulso di certe forze descriva una linea (L): 
questa linea (L) sia tracciata su una superficie combaciante F , che consideriamo 
dapprima come fissa. Supponiamo che si possa ripeter F esperienza nelle identiche 
circostanze, in modo che il punto 6 descriva ancora la stessa linea (L) con egual 
legge di movimento , e imprimiamo in questa seconda esperienza alla superficie F 
un moto che corrisponda alla definizione di F , e la cui legge sia esattamente co- 
nosciuta : r ipotesi più semplice è che si imprima a F un moto uniforme. Per la 
proprietà della superficie F di essere superficie combaciante, il punto 6 si troverà 
ancora costantemente sulla superficie F, ma descriverà relativamente ad essa un'al- 
tra linea (L'), che chiameremo iraielloria relativa, per distinguerla dalla iraielloria 
assoluta (L). Se il mobile G era armato di una punta tracciante, avremo alla fine 
della esperienza due linee (L) (L') tracciate sulla superficie F : la prima (L) è la 
traiettoria del mobile ; la seconda (I/) confrontata colla (L) fa conoscere la legge 
colla quale (L) è stata percorsa. 

Per megUo spiegare la cosa, supponiamo che la superficie F sia un elicoide (che 
può considerarsi come il tipo generale delle superficie combacianti), e che questo 



(*) Questo paragrafo riproduce quasi integralmente una lettura da me fatva nel marzo 
1877 al R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere , e stampata nei Rendiconti .dell' !• 
stituto. 



)( 249 )( 

elicoide si muova intorno al suo asse con moto elicoidale uniforme. Individuiamo nel- 
r elicoide F tre assi ortogonali OX OY OZ, di cui OZ sia parallelo all' asse delF e- 
licoide, e T origine coincida colla posizione iniziale del punto mobile. Nella prima 
esperienza, trascorso un certo tempo / dal principio del movimento, il mobile oc- 
cuperà rispetto agli assi fissi OX OY OZ una posizione 6 definita dalie coordinate 
X y z. Nella seconda esperienza il sistema OXYZ e passato nella posizione O'XT'Z' 
muovendosi di moto elicoidale uniforme , e la nuova posizione di G si ottiene co- 
struendo un punto 6' che abbia rispetto ad O'XT Z' le stesse coordinate xy z. Ora 
se avessimo supposto il punto G rigidamente connesso al sistema OXYZ , in virtù 
del moto elicoidale di questo sistema, G sarebbe arrivato in G' nel tempo t . cioè 
l'arco di elica GG' sarebbe stato percorso di moto uniforme nel tempo t. — Se os- 
serviamo che G è un punto della traiettoria assoluta (L), e G' un punto della traiet- 
toria relativa (L'), si vede che : 

« Se sulV elicoide F tracciamo una serie di eliche di passo coslanle. Varco di una 
qualunque di queste eliche, inlercellaio fra la traieUoria assoluta (L) e la Iraielloria 
relativa (L^, sarebbe percorso di moto elicoidale uniforme nello stesso iompo che il 
mobile impiega a percorrere Varco di traiettoria assoluta compreso fra Vintersezione 
di questa traieUoria colVelica considerata e V origine comune delle due traiettorie »• 

Diremo punti corrispondenti quelli che come G e G' si trovano su una stessa 
elica, su una stessa superficie cilindrica, che ha per asse Tasse delFelicoide. In- 
dicando con s la lunghezza delFarco di elica compreso fra due punti corrisponden- 
ti, con r la loro comune distanza all' asse dell' elicoide , con n e co la velocità di 
traslazione e la velocità angolare di rotazione del moto elicoidale , che saranno 
ambedue costanti , abbiamo per il tempo t impiegato a percorrere Y arco OG di 
traiettoria : 



Vw* + r*w« 



Si può quindi rettificando la traiettoria L e portando, come ordinate, i valori 
corrispondenti di t, costruire la curva degli spazi, che insieme alla traiettoria de- 
termina completamente il moto. 

Possiamo dunque dire : 

(( La traiettoria assoluta di un punto e la sua traiettoria relativa rispetto a una 
superficie combaciante, che si muova di un moto uniforme corrispondente alla sua 
de finizione j determinano completamente il molo del punto slesso ». 

In luogo di u e to possono esser dati altri elementi equivalenti : se p. es. S è 
l'arco di elica intercettato fra i punti estremi delle traiettorie (L) e (L'), R la di- 
stanza di questi punti dall'asse, e T il tempo trascorso dal principio alla fine del 
movimento, cioè la durata della esperienza, sarà 

yoL. XV. 32 
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Indichiamo inoltre con p il rapporto — o il passo ridotto dell' elicoide (il passo 



diviso per 2t:) : sarà 



(0 = 



u 
— = p 



T 



Vp*+R* 



u = 



Vp«+R« ' 



e finalmente 



T >(pVtR% 

Invece di misurare il tempo per mezzo di archi di elica , possiamo ottenere 
dallo stesso elicoide due rappresentazioni più comode, in cui il tempo si misura o 
mediante angoli o per segmenti rettilinei, proiettando la corda che unisce due punti 
corrispondenti prima su un piano perpendicolare all' asse , poi parallelamente al- 
l' asse stesso. 

Proiettiamo le due traiettorie (L) (L') su un piano perpendicolare all' asse , e 
sieno (X) (X') le proiezioni cosi ottenute , ed la proiezione dell' asse : siano inol- 
tre N N' due punti di (X) (V) che si trovano a una stessa distanza da , cioè le 
proiezioni di due punti corrispondenti M M' delle traiettorie. Se conduciamo le rette 
ON ON' e chiamiamo 9 l'angolo NON' avremo evidentemente 

9 = (0 ( 

cioè r angolo 9 è proporzionale al tempo impiegato a percorrere l'arco della traiet- 
toria (L) compreso fra il punto M e l'origine comune di (L) (L'). Descrivendo quindi 
da come centro una serie di circonferenze , ogimna di queste taglierà le curve 
(X) (X') in due punti corrispondenti , e riunendo questi punti al centro , aTremo 
la legge del movimento espressa con sudlciente chiarezza. La costante 10 si deter 
mina facilmente conoscendo la durata T dell'esperienza : essendo infatti * rangole 
al centro corrispondente alle proiezioni dei due punti estremi delle traiettorie sarà 

* = coT 



9 = Y'' 



Quando i punti corrispondenti H H' appartenessero a spire dilTcrenti dell*elica 
che li riunisce, gli angoli 9 andrebbero aumentati di un conveniente multiplo di 2i:. 

Essendo ancora M M' due punti corrispondenti delle traiettorie, conduciamo per 
31 una parallela ali* asse, e per M' un piano perpendicolare ali* asse , che incontra 

questa retta in un punto P. Il segmento MP rappresenta la distanza dei punti M e 
W contata parallelamente ali* asse, e se lo chiamiamo I sarà 

{ = ul. 

Ripetendo la stessa operazione per tutti i punti di (L) otteniamo il cilindro 
proiettante di (L) , le cui generatrici sou parallele all' asse ; e su questo cilindro 
due curve, cioè la curva (L) e una seconda curva (P) luogo dei punti P. La por- 
zione intercettata da queste due curve sulla generatrice che passa per M è propor- 
zionale al tempo impiegato a percorrere Y arco di traiettoria compresa fra il punto 
li e l'origine comune di (L) e (P). — Se L è la porzione di generatrice compresa 
fra i punti estremi di (L) e (P), e T indica la durata deiresperienza, è 



Questa seconda rappresentazione è evidentemente quella, che offre maggiori 
vantaggi, essendo i segmenti I direttamente proporzionali ai tempi trascorsi, e non 
avendosi qui più bisogno di rettificare circhi curvilinei. Si può anzi sviluppare il ci- 
lindro proiettante di (L) su un piano , e ottener cosi due curve (X) e (a) trasfor- 
mate di (L) e (P), che danno un' idea esatta della legge con la quale varia il moto 
del punto sulla sua traiettoria. Se consideriamo due punti N Q di queste trasfor- 
mate corrispondenti a una stessa generatrice, e chiamiamo v la velocità del mobile 
nel punto della traiettoria corrispondente a N, 9 l' angolo formato dalle tangenti a 
CO e (e) nei punti N e Q , e 4^ 1* angolo formato dalla tangente a (o) in Q colle 
generatrici del cilindro, avremo 

send/ 
v — u — i, 
senf 

Gli angoli 9 e «^ si possono misurare indifferentemente sulle curve (L) (P) sulle 
loro trasformate (X) (a). 

Questa formula conduce alla costruzione seguente. Per il punto N si conduca 

un segmento NU" eguale e parallelo a m , e per il punto U si tiri una retta paral- 
lela alla tangente a (o) nel punto corrispondente Q : questa retta intercetterà sulla 
tangente a (X) in N un segmento precisamente eguale a v. Si vede di qui che se 
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costruiamo Y Odografo di (X) e (a) oppure di (L) e (P) , in modo che abbiano un 

punto a comune, questi due Odografi coincidono: (L) e (P) hanno dunque Odografi 
identici, ma riferiti a poli dilTerenti , essendo la retta che unisce i due poli eguale 
e parallela a w. Era facile d' altronde prevedere questo risultato, perchè potendosi 
considerare il moto su (P) come resultante dal moto su (L) e da un moto di tra- 
slazione uniforme, non si viene a introdurre nessuna nuova componente di accele- 
razione, e rO(.'ogr«fo non può cangiare. 

Se la traiettoria (L) invece che su un elicoide fosse tracciata su un rotoide (su- 
perficie di rivoluzione), imprimeremmo a questo rotoide un moto di rotazione uni. 
forme intorno al suo asse: allora u = 0, gli ardii di elica si trasformano in archi 
di circolo, e punti corrispondenti son quelli in uno stesso piano perpendicolare al- 
Tasse. Se s è Tarco di parallelo compreso fra due punti corrispondenti, e 9 l'an- 
golo dei piani meridiani che passano per questi punti sarà 

t = - - = ^ 

7H0 IO ' 

8 e 9 si posson misurare sul rotoide , oppure proiettando le traiettorie (L) (L') su 
un piano perpendicolare air asse. 

Se immagmiamo invece la traiettoria (L) tracciata su un cilindro , imprime- 
remmo a questo cilindro un moto di traslazione uniforme parallelamente alle sue 
generatrici : allora co = 0, gli archi dì eUca si trasformano in segmenti rettilinei, i 
punti corrispondenti son quelli su una stessa generatrice, ed essendo t la porzione 
di generatrice compresa fra due punti corrispondenti è 

1 = ut. 

Queste rappresentazioni mediante un rotoide e un cilindro erano già contenute 
implicitamente nella doppia rappresentazione, che avevamo ottenuto per mezzo del- 
r elicoide : si può dunque ripetere per queste tutto ciò che è stato detto preceden- 
temente. Cosi, per esempio , nel caso del cilindro si può sviluppare il cilindro su 
un piano e ottener due curve (X) e (X') che sono le trasformate della traiettoria as- 
soluta e della traiettoria relativa. Se (p è l'angolo formato dalla tangente in un punto 
di (X') colla generatrice del cilindro, e 9 quello che essa forma colla tangente nei 
punto corrispondente di (X), sussiste ancora la formula 

send/ 
v = u — -j 
sen? 

e la costruzione di v che se ne deduce. 

Osserviamo che quando (L) e (L') son tracciate su un rotoide , si può , date 
(L) e (L')| determinare il rotoide stesso. I due punti estremi di (L) e (L') essendo 
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punti corrispondenti , 1* asse del rotoide si dovrà trovare nel piano perpendicolare 
sulla metà della corda, che li riaiysce. NelForigine comune di (L) e (L'} conosciamo 
le. tangenti a queste curve, e quindi la normale al rotoide in quel punto: e sic- 
come la normale a un rotoide deve incontrar l'asse, risulta che il punto in cui 
questa normale incontrerà il piano precedentemente costruito sarà un punto dell'as- 
se. — Due punti corrispondenti di (L) (L') dovendosi trovare a egual distanza da un 
punto qualunque dell'asse, se intorno al punto già determinato tracciamo una su- 
perficie sferica qualunque , questa superficie determinerà su (L) e (L') una coppia 
dì punti corrispondenti» e il piano perpendicolare sulla metà della corda che li riu- 
nisce taglierà il piano relativo alla corda dei punti estremi in una retta, che è ap- 
punto r asse di rotazione. — Se le due curve (L) (L') sono invece tracciate su una 
superficie cilindrica, la retta che ne unisce i punti estremi dà la direzione delle 
generatrici : anzi si potrà verificare subito se (L) (L') sono su una stessa superficie 
cilindrica, osservando se la perpendicolare al piano delle tangenti a (L) (L') nel- 
l'origine comune è ad angolo retto colla corda che unisce i punti estremi: se questo 
non ha luogo, il caso del cilindro viene ad essere escluso. Tanto nel caso del ro- 
toide che del cilindro basta assegnare la durata totale dell' esperienza per dedurre 
subito la velocità w o la velocità u : quindi si può dire che : 

« Il molo di un punto è perfettamente determinato quando son date due 
curve, una delle quali si sa esser la sua traiettoria assoluta e V altra la sua tra- 
iettoria relativa rispetto a un rotoide o ad un cilindro, animato da una rota- 
zione uniforme intorno al suo asse, o da una traslazione uniforma, parallela" 
viente alle sue geiìei-atrici , e che si assegna inoltre la durata totale dell* espe- 
rienza j) . 

* 

Se non fosse possibile ripetere V esperienza due volte, si potrebbero ancora ot- 
tenere i diagrammi del moto, fissando al punto mobile uno stile munito alle due 
estremità di una punta tracciante , purché si potesse in qualche modo mantenere 
questo stile costantemente normale alla superficie combaciante, su cui si muove il 
punto. Se per esempio questa superficie è un elicoide, le due punte dello stile si 
muoveranno su due superficie equidistanti di questo elicoide, che sono elicoidi an- 
che esse : mantenendo uno di questi elicoidi immobile e imprimendo all' altro un 
moto uniforme, avremo sul primo la traiettoria assoluta di una punta, sul secondo 
la traiettoria relativa dell* altra punta ; proiettando queste traiettorie suir elicoide 
mediano per mezzo delle normali, otterremo contemporaneamente su questo elicoide 
le due traiettorie (L) (L') con una sola esperienza. Se supponiamo F elicoide me- 
diano egualmente distante dai due elicoidi estremi, vediamo facilmente che le due 
curve ottenute sono il luogo dei punti di contatto di una sfera di raggio costante 
coir elicoide fisso e coli' elicoide mobile : alla doppia punta tracciante potremmo 
quindi sostituire una sfera, che lasci in qualche modo la traccia dei suoi contatti, 
per esempio, abbandonando parte del colore dì cui fosse coperta, o segnando un 
solco leggero sulle superficie annerite dei due elicoidi. Le stesse considerazioni 
valgono naturalmente per il rotoide e per il cilindro. 
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É importante osservare che col supporre la traiettoria (L) del mobile tracciata 
su una superflcie combaciante, non abbiamo lin^itato in nulla la generalità del me- 
todo, perchè data una curva qualunque (L) la possiamo assumere come generatrice 
di un elicoide, o di un rotoide, o di un cilindro. Anzi per una data cuna (L) 
otteniamo infinite superficie combacianti, su cui (L) si può immaginar tracciata, ri- 
manendoci libera la scelta per relicoide dell'asse e del passo, per il rotoide del- 
l'asse, per il cilindro della direzione delle generatrici. 

Al piano, che è insieme un rotoide e un cilindrò, si può imprimere o un moto 
di rotazione uniforme intorno a un asse che gli sia perpendicolare, o un moto uni- 
forme di traslazione parallelamente a una retta qualunque che possa essere in esso 
contenuta. Nel primo caso, se è la proiezione dell'asse, punti corrispondenti sulle 
traiettorie (L) (LO son quelli su una medesima circonferenza di centro 0, e ran- 
gole che si forma unendo due punti corrispondenti al centro è proporzionale al 
tempo impiegato a percorrere Tarco di (L) compreso fra uno di quei punti e ron- 
fine comune di (L) (L'). 

Il caso del moto su una curva piana combinato con il moto di traslazione del 
suo piano, fornisce forse il modo più semplice di farsi con un esempio speciale 
un* idea esatta di queste rappresentazioni. Si tracci prima su un foglio di carta un 
arco circolare, avendo cura di fissare la punta del compasso fuori del foglio stesso: 

■ 

e poi descrivendo ancora una volta lo stesso arco, si faccia muovere il foglio ap- 
poggiando uno de* suoi margini a una riga : la punta mobile del compasso traccerà 
allora una curva, che sarà la sua traiettoria relativa rispetto al fogho, e se il moto 
di questo fosse esattamente conosciuto, questa curva farebbe conoscere la legge 
con cui è stato descritto Tarco circolare. 

Scegliendo come su[jerficie combaciante un rotoide, si ha il doppio vantaggio 
di poter ottenere direttamente un moto di rotazione uniforme per mezzo di oppor- 
tuni moderatori, e di poter far durare questo moto anche indefinitamente senza 
che la superficie mobile occupi uno spazio troppo grande. L'uso di un cilindro io 
traslazione uniforme richiede invece che si produca dapprima una rotazione uni- 
forme, e che si trasformi poi in traslazione con un ingranaggio a ruota e dentiera. 
Il caso più semplice sarà in conseguenza, quando la curva (L) può tracciarsi su 
un cilindro di rotazione, il che accade in particolare tutte le volte che si tratta di 
movimenti rettilinei. A tutti son note le esperienze fatte da Mori n col suo cilindro 
girante per dimostrar la legge della caduta di un corpo soggetto ali* azione della 
gravità ; fissando a questo corpo una punta tracciante, vi si dispone di fronte un 
cilindro verticale in rotazione uniforme ; la punta descrive allora rispetto al cilindro 
una traiettoria relativa (L'), che ha per trasformata una parabola quando sì sviluppa 
il cihndro su un piano; la tangente trigonometrica dell'angolo che la normale in 
un punto di questa parabola fa coir asse, è proporzionale alla velocità del mobile 
nel punto corrispondente. 

Un'altra applicazione delle superficie combacianti in rotazione uniforme è il 
Disco girante^ che si usa talvolta per scùoprire la legge di un moto di rotazione 
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non uniforme. Fatta nel sistema ruotante una sezione piana perpendicolare all'asse, 
yì si fissi una punta tracciante, e si descriva la circonferenza, che corrisponde al 
suo moto assoluto : si imprima poi al piano, su cui si appoggia, una rotazione uni- 
forme intorno ad un asse diverso dal primo, e si otterrà così una traiettoria relativa 
(L') che confrontata colla circonferenza (L) farà conoscere la velocità della punta 
tracciante per ogni momento , e quindi anche la velocità angolare del moto di 
rotazione. 

Osserviamo finalmente che per ottenere su un cilindro in traslazione i diagram- 
mi di un punto in moto, non è assolutamente necessario che questa traslazione sia 
uniforme. Imprimiamo al cilindro una traslazione parallela alle sue generatrici , ma 
che segua una legge affatto qualunque, e fissando in un suo punto uno stile trac- 
ciante, disponiamovi di fronte un cilindro circolare parallelo al primo e animato da 
una rotazione .uniforme : lo stile descriverà rispetto a questo cilindro una traiettoria 
relativa (L"), che fa conoscere la legge della traslazione, e il moto del punto con- 
siderato è perfettamente determinato per mezzo delle tre curve (L) (L') (L"). me- 
glio ancora, fissiamo di fronte al cilindro in traslazione un diapason cronografo, 
armato di una punta tracciante , che segna sul cilindro una linea sinuosa. Basta 
allora conoscere il numero di vibrazioni che il diapason eseguisce in un minuto, 
per determinar subito il tempo impiegato a percorrere un arco qualunque della 
traiettoria. 



§, 10. Chiusura per coppie e chiusura di forza. 

Per completare questi cenni sulle Coppie, è utile di citare per ultimo un'acuta 
distinzione di Reuleaux su due modi diversi di realizzare un dato movimento, ser- 
vendosi cioè soltanto delle coppie, o facendo intervenire anche una forza esterna. 
Supponiamo p. e. che ad una stanghetta A guidata verticalmente in linea retta si vo- 
gha imprimere un movimento di va e vieni per mezzo di un altro pezzo B (eccentrico) 
dotato di un moto di rotazione continua. Questa trasmissione si può ottenere pra- 
ticando neir eccentrico B una scanalatura, jn cui sia costantemente impegnata una 
caviglia rigidamente unita alla stanghetta; «i ha allora una coppia di Glifo e Bottone, 
riducibile a una coppia di punto e curva (G , L). Si può invece fare in modo che 
r eccentrico B spinga la stanghetta soltanto dal basso in allo per mezzo del semplice 
contatto fra i profili esterni, mentre il moto dalVollo in bosso è determinato dal 
peso di A, che tende continuamente a faria cadere. Nel primo di questi due casi 
razione della coppia è continua, e si ha Cliiusura per coppie {Paarschliessung) : 
nell'altro il moto 6 determinato nella prima metà della corsa dall'azione di una 
coppia di curve tangenti (L,L), e nella seconda dalF azione della forza di gravità; 
si ha allora Chiusura di forza {Kraflschliessnng), Le forze impiegate per chiudere 
un dato meccanismo sono ordinariamente forze, che sollecitano costantemente i vari 
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organi di esso, come il peso, la tensione delle cinghie, 1* elasticità delle molle, Y at- 
trito etc, e si potrebbero fino a un certo punto considerare più come proprietà 
generali dei corpi e del movimento che come forze esterne al meccanismo consi- 
derato (*). Facendo un confronto storico fra questi due modi di chiusura, il Reu- 
leaux sostiene con molto talento la tesi che nella progressiva e continua sostitu- 
zione della chiusura per coppie alla chiusura di forza debba cercarsi il perfeziona- 
mento della Meccanica pratica. 

Milano, Dicembre 1876. 



(*) Vedi il mio articolo Sulle relazioni ira Cinematica e Meccanica §. 21. Questo 
Giornale, Voi. XIV p. 193. 
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SOPRA ALCUNE FORMOLE 



PER 



DOMENICO AMANZIO 



Lo scopo della presente Nota è quello dì generalizzare alcune formole dedotte 
(la Cauchy dal calcolo dei residui (•). 

Cauchy dimostra che se si indicano con f{x , y) e F(aj , y) due funzioni di 
due variabili indipendenti x ed i/, e si pone 

u^f{x,y) , v = f{y,x) , X = F(a;,2/) 

e si sviluppa (u + v)^ secondo la formola del binomio, n essendo un numero intero 
e positivo , e si deriva ciascun termine di questo sviluppo moltiplic<ito per X , 
tante volte rispetto ad x per quante unità contiene V esponente di u e tante volte 
rispetto ad y per quante unità contiene Y esponente di v, e poi si pone y-x^ si ha 

(I y ni ( d"(uV-^X) 1 ^( d** r f{x,xY^*F{x,x) ]) 

^ 2j/i!(?i-/i)! ( dx^ (/y»-'* L "" 1 dx'' ir{x.x)-{x-z)[<f{x,x)''^(x,x)] i U^ 

essendo ^{x,y) = ^ e ò(oc,y) - ^ . 

Indichiamo ora con f{x^ , Xa , flCa , . . . , x^^) ed F(aC| , oSj , ac, , . . . , as^,) due 
Tunziuni di m variabili indipendenti Xi ,X2,x^y ... ^Xf^y 6 scambiamo nella prima 
x^ con ciascuna delle m — 1 variabili rimanenti ; e poniamo 

X = F{a5„a52v>ODm) » t* = f(x,a;,aj,...,cc) , w = F(x,aj,a3v.j3D) 



(*) Cauchy — Exercices de maihématiques, p. 44, l. 1. 

VCL. XV» 33 
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dico che si avrà 



Zia, !«{! ... a„! 



(Il) 



G-d?| (JhXj^ ••• ud/m y*^m — *^in i'—»»*^*^! — «^ 






essendo n un intero positivo, 9i , ?2 ? ^a » ••• > ?,« ^<^ funzioni di x che si ottengono 
quando nelle derivate parziali di primo ordine della n, prese rispetto ad x,,»,,. .,jc^ 
si cambiano tutte le variabili in x. 

Per dimostrare questa formola ammetteremo che essa sia vera per una fun- 
zione di m variabili e la dimostreremo vera per una funzione di wi+t variabili. 

Infatti indichiamo con v^ una finzione f(ac, , x^ , ... flc^, , 03,,^.,) di m + 1 va 
riabili indipendenti oc, , X55 , ... , «m , x^^+x . e dinotiamo con r, , r^ , ... , i?a,+i le 
funzioni che si ottengono quando nella prima si scambia la oc, con ciascuna delle 
7)1 variabili rimanenti, e con v la funzione che si ottiene quando nella u si cam- 
biano tutte le variabiH in a?, ed abbiano 9i 1 ?2 , ... , 9^ » 9m+i ^^ stesso significato 
della formola precedente. Ora si ha 



= (V,+V2+ • +Vj'*+ (y)(Vl+Vt+-+'l^,;,r''Vm+l + (?)(lN+V2+-+Vj*"*V«*+--+« 



m 



e se immaginiamo sviluppato il primo membro e deriviamo ciascun termine di questo 
sviluppo moltiplicato per X tante volte rispetto a oc, per quante unità sono conte- 
nute neir esponente di v, , tante volte rispetto a X2 per quante unità contiene Tespo- 
nente di v,, e cosi di seguito, e poi facciamo x^^i ~ a;„ = ... =X| -oj, esso primo 
membro diventerà 



V 



n! (d<i7/« <* ... r '«v^^/^'-^-'X) 



Pel secondo membro osserviamo che per le operazioni fatte nel primo, il primo 



r , ^ 



(*) 11 simbolo £ indica che bisogna fare la somma di tutti i termini analoghi a 
quello scritto, i quali si ottengono sostituendo per «1 , o^s 9 • • • ' valori costituenti le 
soluzioni intere e positive, lo zero incluso, deirequazìone a^ + a, + . . . = airindice di 
derivazione compreso sotto al £. 



)( 259 )( 
termine diverrà 



V 



n! ( d»(r,'««,"«...« "»x) 



^o,!a,! ..0»! I da!,"«da5,"»...dx„*»)''„=^«-i=-='i=« 



il secondo termine a sua volta diventa 



/n\( d y (n-1)! ( d"-'(i>.'''<*-.C"X«„^.) ) ) 

e così continuando ; quindi tenendo presente la (II), si ha 

-.a,!a,!...«„!aw.!( dx.''da5,"«...dx^*'"-^« js.^.=:.^=...=:r,=« 

" rf^ 1 [y-(x-z) (*,-*,)] [V-(x-z) (*,-<!>,)] ... lV-(a5 z) («!►,-*«)] ) '*' 

fn\ d d"-' 1 - yn^-twv^. 

Vl/daj^,'da5''-'l[V-(x-z)(*,-«I>,)][V-(x-z)(«I>,-*,)]...lV-(aB-z)(«I>,-*J] 

/n\ <P d"-* ] V'^'"-'WV,^.« 

V2/da;^,» daB»-»([V-(iB-z)(<l»,-<I>,)] [V-(a5-z) (0,-*,)] ... [V-(a;-2) (4»,-<I>J] j 

dove nel secondo membro bisogna fare dopo le derivazioni z^XJa+^=x, e dove 



+ 



l 



4>| — 4^1 (tZ/ } X , . . . , X , 35,,n.|) , ^i (a5| , a7| ) .. . , a?,^ ^ ^m+l) — 



^2 =4^j(05,aJ, ... ,05,05^+,) , ^tiX^yXt, ... ,X^,X^i) = 



dXi 
du, 

(2X2 



di^i 



Vbi+i = f («^m+l , ac 5 ae , ... , 05) , ^fn-^i{Xi , «2 , ... , Xn^ , CC^+O = 



01 

dUi 



(te, 



flH-f 
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Poniamo 

y-nw 

IV-(x-2)(0,-*,)]lV-(a!-z)(<I>,-*,)] ... [V-(aì-z) (*,-*„)] "'*^'"''"-^'' 

ed / (3C| , Q? , ce , . .. , (Z/ , ^fn4.i) = f^ (aJi ^ «Z/|j|4.i) 

ed f(ac^+4 , aj , aj , .... , x , ac) = a{x„+, , x) = 0, 

perciò il secondo membro della precedente eguaglianza si muterà in 

quando però a derivate eseguite si pone x^+i=x. Ora per la (1) questo sviluppo 
è uguale a 



l d^ r ii(x.x)'*^«pl(x,x) 1 1 
1 dx** Ui{x,x) - (x-^;) (9,-9«+,)J ),^ 



ed osservando che ii(x , x) =/*(x , x , x , . . . , x) = v e 
1a(x,x) = 



[v~(x-z)((p,-(pj)][v-(x-z)(?,-?2)] ••• [-«-(a-s) (9,-01 

esso sarà ancora uguale a 

( d^ r ^^+"*w 1 [ 

(dx** 4v--(x-z)(9|-?2)][u-(x-2){9,-93)]...[t;-(x-5)(9,-?„^,)]J ),^ 



z=x 



e cosi resta dimostrata la (II) pel caso di una funzione di m+1 variabili ; ma essa 
è vera pel caso di due variabili, quindi è vera sempre. 

Volendo passare a qualche applicazione della formola (II), indichiamo con 
2m funzioni della variabile x , e dinotiamo con 

U' TT ' f T ' TT ' • P ' P ' P ' P ' 

le funzioni che si ottengono quando nelle funzioni precedenti si cambia x in x, ; 
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similmente chiamiamo con 

U" IT " IT " IT " . p " p " p " p // 
IT '" IT "' IT "' IT '" • P '" P "' P "' P 



t» 



IT (*") IT ("») IT W IT ("*) • PC") P ("•) P W P («") 

le funzioni che si ottengono quando nelle medesime funzioni si cambia successiva- 
mente X in x^ y x^ y . . . jX^; e poniamo 

u, = U/ U," U3'" . . . U^<'") e X = P/ P;' P3'" . . . P^(«) 
sarà 

w« = U,"U,'U,"'- ••««<"' , w, = U,"'U,"U,'...U„<"),... , tt« = U/'")U,"U,"'...U„' 
e w,** t*,"* M,"' . . .«a,'"» diventerà ia questa ipotesi 

U/*» U,''» U,''» ... U»'*« P,' X U,"'» U,""""» P," X U,"*» U,'"'*"'' P,'" X ... X 



X ... X U,W'»U„W""'«»P„<") 
e perciò sarà 

/ d» («/« V* . . . tt^'''»x) \ 

dx"* dx* dx' 

?N • • • X 



cfx*^* 



e quindi il primo membro della (II) diventa 

d'» (u.*''Um""'"P«) 

X • • • X _ 

(te *" 



)( 262 )( 
Pel secondo membro osserviamo che per I* ipotesi fatta sulle funzioni u , si ha 

<!;, (a;, , X, , . . . , xj = ^ U,"U,"' ... U„W 

rflT " 



+m(X|,Xt,...,Xj=U/U,"U,'"... 






e quindi 



?i = ^U2U3 ... U^ , ?t = ^U,U3 ... U«, , '«^"d^^»^*** ^■^' 



e perciò 



«»-(x-.)(9.-?,)={l-(x-.)[l|l-i-g]ju,U,U, . . . U. 



/2=J 



e quindi il secondo membro della (II) diventa 

La formola (II) diventerà perciò 

2- n! d'«(u,'''U/*...U„''»P,) (i'»(u,'»U»''"'*P,) (l*"(u,'»U„""'-Pj 
w = .*= 1— ^ ^— V V — 
o,!a.!...a»! ^^^^ ^^^t ^^^, 

OH) 

d» r (U,U,U3.. .UJ"P.P,- ..P« ]) 

'^''.-<-.[„^i-^^]}|-<-)[^S4t]|-l-<-.[i^„^*]!Ì 
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Questa eguaglianza ha luogo qualunque sieno le funzioni Pi ? Pg 9 • • • 9 Pm ' 
U| , U, , ,.. , U^. Se poniamo U, = Uj= ... =U^= i , si ha la formola conosciuta 

Poniamo ora 

U, = V'', U, = V'* ,...U^ = V''"' , P|=V^* , P, = V'P* . ... ,P« = V'^'» 
e poniamo per brevità 

avremo 

p,a, + p,a, + ... + p^a„ + ?, = r, - (a^a^^ + a,a3 + ... + a^aj 

Pitta +Oi-at)Pt +9t =^2 -(w-ai)«2 
Pitta +(^-tt3)p3 +?s =r3 -(n-a3)a3 



Pitta» + (W - a3)p„ + ?m = ?m - (W - ttjtt^ 

e n(p,+p5^+...+p,„)+?, + ?2+...+9« = r,+r»4-.,.+r„-r](aj+tt34-...+aJ 

e la (III) diventerà 

X • • • X ^ 

dx •» 



ti» Y»*i+»'j+- .+r„-n(a,+a,+...+oJ j 

^^[jl-o,(x-z)l£}{l-fl,(a;-z)ig. . .{i_o,(a,-z)lgJ 



Supponiamo V = e^y allora dividendo i due membri dell* eguaglianza per 
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gr,+r,+...+r.-n(a,+a,+.. .+oJ ^^^^^ 

•! f fi 

y r-rri — —, t''i-(o»«»+aj«j+ • • •+o««»l ['"«-(n-o,) oj'*. • .[r«-(n- a Jo J " = 

^,n(a,+...+«J-(r,+...+r,)|_g_|-^r,+...+r„-n(a.+...+aJj^_^^^_^^j_, j,^^^^ 

ed eseguendo la derivata al secondo membro per mezzo della formola (IV), e po- 
nendo poi z = 05, si ha 

T a !a". .a 1 [*'|-("»M "»«s+- • ••<•"«««»)]**['•»- (n-tt,)a,l'*. . . [r^-(n-«,)a,f * = 

—. [r, + fj + . . + r„ - JKn, + o, + ... + »„)] ' fl» -«, *...«„" 

Se facciamo in quest'ultima a, rr a, = . . . = a,^ = a , si trova , avuto riguardo. die 
a, + Oj 4- . . . -f a^ = ?i 

= 2j — j [r, -f fj + . . . + r„ - n(m - 1) a] ' a 

dove il sommatorie del secondo membro bisogna intenderlo esteso a tutti i valori 
di a^ che bisogna considerare nel primo membro. Ora osservando che quando un 
numero intero n si divide in m parti, un numero intero qualunque a, inferiore ad 
n entra tante volto a far parte della decomposizione e sempre allo stesso posto, 
quanto è il numero delle decomposizioni del numero n a, in m-\ parti, cioè 

(n - «1 + \){n - a, + 2) ... (n - ai + m-^) 

(m - 2) ! 

cosi potremo porre 

ni 



« ^»-i 
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e quindi la relazione precedente diventerà 

(VII) 

Jktatt 

V«'(n-A!+l)(n-fc+2) ...(n-ft+m-2), , ..,».» 

Facciamo in quest'ultima eguaglianza r|=aa, , r^ = a», , ... , r^ = aaj,„ e divi- 
diamo i due membri per a*, avremo 

2 g,!a,!...a i t^«~(^~''«>ì'' [««-("-«i)]"* • • • [»»-(«-««)]'"* = 

« 

(MII) 

^n! (n-fc+l)(n-fc+2) ... ( n-fc+m-2) » 

Questa relazione include come caso particolare la formola (22) delF Opera ci- 
tata di Caucliy e ciò si può facilmente vedere facendo m - 2. 

La relazione (Vili) lia sempre luogo qualunque siano le quantità x^,x^j...,x^. 
Poniamo a?| +0:2 + . -l-05„ = n(ni- 1) allora il secondo membro si ridurrà sola- 
mente al termine corrispondente a fc =^ 0, ed avremo 

^ ni , ,jc. ^ a, ^ X ,(nfl)(?i-f2)...(7i-i-m-2) 

'Lua^lOL^l . . . 0L^\ ^ ' iJ i z -^1 L m mi (m-2)l 

ovvero qualunque sieno le quantità CC| , co, ? 9 ^m purché si abbia 

or, + .Tj 4- . .. + 05^ = ?i (fn - 1) , si avrà sempre 

Se poniamo m = 2, e teniamo presente che oc, -Ha?2 = ^^9 avremo (Cauchy, 
0. e. f. (23)) 

. a5,»-j(x,--l)*4-^^~^(aJ|-2)»-- . . . + (X|-?0" = 1-2.3 ... n. 

Facciamo nella (V) V=:x ed «2 = ^3= ••• =«iii = ^> allora facilmente si vede 
voL. XV. 34 
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che il 1° membro diventa 

ed il secondo membro, osservando che si può scrivere 

si trova dopo facili riduzioni uguale a 

dove il sommatorio bisogna intenderlo esteso a tutti i valori di a^ che bisogna 
considerare nel primo membro. Ora osservando come abbiamo fatto precedente- 
mente che quando un numero n si divide in m parti un numero intero qualunque 
a^ inferiore ed n comparisce tante volte a far parte della decomposizione e sempre 
allo stesso posto per quante ne ìndica il numero 

(n - ttat -f 1) in - «^ + 2) . . . (71 - Q[^ -^ wij-_2) 

(»i-2)! 

possiamo scrivere 

Vp'i+r5 4- . . .+r« + (l-ijfl)Ort-l)l^^_j^n-,„. ^ 

"2j (m-2)! L k J^^ ^^ 

e quindi la (V) diventerà 

(X) 

_ v(^~*^+*)(^-*^+2)...(n-fc+in-2)rr,+r,-|...+r«+(l-na)(m-l)l, . -.jt 

""Zi (iiT?)! L k J^'*"*^ • 



)( i^l )( 

Facendo 

a = l , r, -n + l=a5, , r2-n + l=a:2,...,r^-n + l=aj,„, 

ed osservando che nel secondo membro bisogna ritenere solamente il termine cor- 
rispondente a /e = n , si ha 

ovvero moltiplicando per n! 

(xi) n\^[^*+;^-^][^*^^-^] . . . ["'"•+„"""*] = 

= (a5|+ajj+...4-ajJ(aB,+ap24-...+a?^+l).. (.X|4a5i+...+x«+n-l) 

e questa formola è vera qualunque sieno le quantità a?| , Xj , ... , ca«|. 

Se al contrario facciamo nella (X) a:=/i+l, r,+r,-f...4-r„^=(?ia-l)(w-l) ed os- 
serviamo che in questa ipotesi bisogna ritenere solamente il termine corrispondente 
a A = , avremo 

Vrr,--(n-a,)(/i+l)jrr,-(n-a,)(/i+l)l K-(n-aJ(/i+l)1 ^«^ 

Se in questa relazione poniamo m = 2, moltiplichiamo ambi i membri per n!, 
cambiamo a, in as, e teniamo presente che'r, + fg = na - 1 = n/i + n - 1 , avremo 
(Cauchy o. e. f. (27)) 

1 1 • b 

. . . (a5-2/i-n-fl)-...±(a5-ii/i)(aj-n/i-I)...(cc-n/i-n-fI)=l-2-3...n/i'*. 

Dalla* (III) si potrebbero ricavare altre formolo che sarebbero evidentemente 
le formole generalizzate dalle altre dedotte da Cauchy nel caso di m=:2; ma le 
tralasciamo per brevità. 

Napoli, Aprile 1811. 
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EQUAZIONI FINITE DEL MOTO PERMANENTE DI UN SISTEMA 



PEL DOTTOB 



CARLO FORMENTI 



I. 

1. Un sistema dicesi dotato di moto permanente quando le velocità dei suoi 
punti dipendono unicamente dalle posizioni che questi punti occupano nello spazio. 
È evidente che in tale movimento tutti i punti del sistema, i quali passano per una 
stessa posizione dello spazio, descrivono tutti una stessa traiettoria e nello stesso 
modo. Si possono quindi immaginare nel sistema una infinità di linee (le quali prese 
nello spazio sono le traiettorie dei punti del sistema) tali che i punti del sistema 
situati su una qualunque di queste non escono mai durante il movimento dalla me- 
desima. 

Poiché il moto permanente di un sistema è completamente determinato dalla 
sua posizione iniziale e dalla velocità corrispondente a ciascun punto dello spazio, 
sarà evidente che le equazioni finite ge;ierali del moto permanente dovranno con- 
tenere tre funzioni arbitrarie di tre variabili, corrispondenti alle tre funzioni che 
determinano grandezza e direzione della velocità per ciascun punto dello spazio. 

2. Se indichiamo con 

le coordinate ortogonali di un punto di un sistema dotato di moto permanente nella 
sua posizione iniziale e con 

le coordinate dello stesso punto dopo il tempo (, dovrà essere e per definizione 
del moto permanente e per ciò che si è ora supposto 
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e queste, qualora con X , pi , v 8i intendano tre funzioni arbitrarie deUe x , y , J3 , 
saranno le equazioni generali alle derivate totali di primo ordine del moto per- 
manente. 

3. Cerchiamo ora le equazioni finite. Il punto del sistema che inizialmente coin- 
cide col punto dello spazio di coordinate (x , y ^ z), coinciderà dopo il tempo l col 
punto (Xf , ift , z^) e dopo il tempo £ -f col punto {x^^^ , y^+e , 2,4.0). Ma è evidente, 
per la definizione del moto permanente, che il punto del sistema che coincide in 
origine col punto {x^ , yi , z^) dello spazio, coinciderà pur esso dopo il tempo 6 col 
punto (flc^+e » Vt^ò » ^/-»-o)- Se dunque poniamo 

x,= a(a;, j/,2 , t) , j/i = p(a5 , j/ , 2 , i) , z^^^ix ,y , z ,t), 
le funzioni a , ^ , y dovranno sodisfare alle equazioni 
a(35/,2/i,:2i,0)=a(a3,i/,2,e+0)\ P(Xf,2/,,2„0)=?(x.y,2,t+0) , Tr(Xj,y(,2„0)=Y(x,y,2,(+6) 



a(a5,y 2,0)=x 



P(x,y,2,0)=y 



7(x,y,2,0)=;s ; 



derivando le prime tre di queste equazioni rispetto a l facendo nelle derivate (=0 
e sostituendo indi ( a si otterrà 



(2) 



di 
dt 



\ 



^dxi^rdXt\ ^^/dyi\ ^ '(^Xt /dzi \ 
dx \ dt / o dv \ di / dz \ di /o 



dZi 



^ay^/dX|\ ^y^((jVi\ .^(^\ 
dx \dt Jo'^ dy \ di /o dz \dl / 

: dx\dl/odv\ di /o dz \dl/ 



essendo le 



le componenti secondo gli assi della velocità nel punto (x, y, z). 
Sieno ora 

a b e 
tre nuove variabili indipendenti fra loro e funzioni delle 

X y z; 



queste che sono alla loro volta indipendenti fra loro si potranno considerare come 
funzioni delle a, b, e. 
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Scegliamo le a, b, e in modo che si abbia 



"" da db de 

^^ ' *^ da db de 

dz dz . dz 

V = 1 -I 

da db de 



(studieremo avanti r integrazione di queste equazioni). Sostituiamo questi calori di 
X, |x, V nelle (2) in luogo delle i-^) ("^) y^) ^^^ ^^^^ rispettivamente 
eguali. Le (2) daranno 



dXi _'oXi dXf dXf 

di ~ da db de 



di da db de 



dZf __ dzi dZf dZf 
di " da db de ' 

le quali mettono in evidenza che le 

sono funzioni degli argomenti 

a + i , 6 + t , c + t ; 
e si potrà quindi porre 

a;| = A(a-f ( , 6 + l , c + f) 
yt=-B{a^l , 6 + i , e + 
Zt=^C {ai-i , 6 + e , c + t) y 

le funzioni A, B, C dovendo sodisfare alle 

A(a , 6 , e) =50 
B (a , 6 , e) = y 
C (a , 6 , e) = 5. 
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Queste ultime equazioni manifestano che le funzioni 

A(a;.2/,2) B(x,y,z) C{Xjy,z) 

sono il complesso delle inverse delle funzioni 

a(x,y,z) b(x,y,z) c{x,y,z), 

e per comodità le indicheremo colle notazioni 

a-i(aj jy yZ) &-I (05 , y , 2) c_, {x , y , z) , 

dì modo che sarà 

[ ae = a^i (a + t , 6 + < , e + 
(4) I i/=6.,(a + < , 64- « , c + 

- =c_^(a+ ^ , 6+ ( , c + 0- 
E queste sono evidentemente le equazioni finite d'un moto permanente ed infatti 

/7/y» (l/U (IZ 

dalle loro derivate si ottengono le -jp , --^ , -rj- in funzione degli argomenti 

a + ( , 6 -i- / , e -*- /, ma per le stesse (4) questi argomenti si possono esprimere in 
funzione delle £C| , y, , z^ ed in questo modo si ritornano ad avere le equazioni dif- 
ferenziali di primo ordine del moto permanente. 

Le (4) poi sono le equazioni generali del moto permanente perchè contengono 
tre funzioni arbitrarie a , 6 , e. 

4. Vediamo ora di trarre alcune conseguenze da queste equazioni e dimostriamo 
prima di tutto che la doppia famiglia di lince date dalle equazioni simultanee 

( h (3C, y, z) -n (X, y, :;) -'- H 
[ e (X, y, z) - a (oc, y, 5) = R ; 

H , R essendo costanti arbitrarie, rappresentano la doppia infinità di traiettorie dei 
punti del sistema. 

Infatti dalle (5) si ottengono 
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ma dalle (4) si ha evidentemente 

(7) I ft (Xm 1/m 2/) = 6(x, y, 2) + « 

[ c{Xt,ytj Zt) = e (05, 1/, 2) + 1 , 
da cui 

b{Xt , j/, , z,) - a(Xt ,yt,Zt) = b-'a 

e («1 , Vi , 2,) - a{x, , yi , 2/) = e - a , 

e da queste derivate rispetto a ( e fatto indi t = 

^Gc ^y ^^- 

* 

che confrontate colle (6) ci danno 

dx _dy _dz 

ma queste sono infatti le equazioni alle derivate totali delle traiettorie del sistema, 
dunque le (6), da cui si son cavate quest'ultime, saranno le equazioni finite di queste 
traiettorie. 

Questa dimostrazione si poteva fare anche nel seguente modo : Le (5) rappre- 
sentano linee le quali, come si ha dalle (7), non subiscono deformazione col moto 
del sistema. Dunque i punti del sistemai che si trovano su queste linee non escono 
mai da esse, queste linee sono quindi le traiettorie dei punti del sistema. 

5. Si osservi anche che ciascuna delle equazioni 

a{x, y, z) = ao 
b (x, y , J2) = 6o 
e (oc, y, 2) = Co , 

essendo a^ b^ c^ tre costanti arbitrarie, rappresenta una famiglia di superficie, e le 
(7) dimostrano che nel moto del sistema una superficie di una di queste famiglie 
si trasforma in altre della medesima famiglia. Si può dunque dire brevemente che 
nel moto del sistema le precedenti famiglie di superficie non subiscono nessuna de- 
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fonnazioDe. Da queste tre famiglie di superficie se ne può ottenere una doppia in- 
finità, ciascuna delle quali non si deforma col sistema e queste sono date dalFe- 
quazione 

lo + mb + ne = tao + mb^ + nco 

dove le costanti y , y danno origine alla doppia infinità di famiglie e la costante 

— ^ ~ ' dà origine alle superficie d'una data famiglia. 

Se fra le I, tn, n poniamo la relazione 



( + m + n = , 



r ultima equazione diventerà 



m{b - a) + n(c - o) = m(6o - a©) - ^(Co - o©)» 

e questa rappresenta una doppia infinità di superficie, e ciascuna di queste super- 
ficie non subisce deformazione. Segue quindi che le equazioni simultanee 

m (6 - a) + n (e - a) = m (60 - ao) + n (Cq - o^) 
m'{b - a) + n'{c - a) = m'(6o - a^) + n'(Co - a©) , 

che semplificate si possono mettere sotto la forma 

b-a = H 
e — a = R , 

saranno le equazioni di una doppia famiglia di linee che non subiranno deforma- 
zioni, e che sono quindi, come si è già trovato per altra via, le traiettorie dei punti 
del sistema. 

6. Dalle (1) si cava facilmente che le 



d}x dh/ d^z 
dfi ' dt« ' di» 



sono funzioni delle sole 
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(te dy dz 
W 'di' dt' 

3S 
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dunque anche queste uttime funzioni si potranno mettere sotto la forma 

dx 

^ = P-i(P + '.g + ^. r + O 

dz 

-^ = r.i(p + l,g + l, r + 0- 

dove le p , 9 , r sì considerino come funzioni delle « , ^t , >, dove cioè sa 

r_(p,g,r) = v = (^)^: 

risulta quindi che : Se da un punto fisso dello spazio si tirino delle rette eguali 
e parallele alle Telocità che animano in un dato istante i punti di un sistema do- 
tato di moto permanente le estremità di queste rette costituiranno on altro sistema 
di punti che si muoverà col primo e pur esso dotato di moto permanente. 

7. Date le funzioni o, 6, e colle quali si formano le Xg.yg^ è facile fl trorare 
le p, 9, r in funzione delle X, ]i, v, colle quali si formano le deriiate di j^ , y, , z,. 
Infatti sappiamo di già che queste derirate sono funzioni di a + fy6-fC,cf(, e 
potremo quindi porre 

^ = P(a-u«, ò + f, c + n 

^ = Q(a + r,6 + l,c + 
^ = R(a-ff,6 + l,c-rl), 

e polche le (-ff) » ("i^) ' \~Ji) devono èssere rìspettiramente eguali a l,}i,v, 
CDfii ni vodo rlic le futuioni p, q^ r non sono altro che le rv, 6, e considerate come 
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funzioni delle X, |i, v, sarà quindi cioè 

g = 6 (^-l(^i V-y v) , |1_4 (X, |i, v) , V.| (X, |1, v)) 
r = e ^X_, (X, |i, v) , ti.., (X, |i, v) , v_,(X,tA,v) j , 

e siccome date le a, b, e sono note le X, pi, v in funzione di a;, i/, 2 e sono quindi 
pure note le X.| , |i_, , v., , quest'ultime equazioni ci daranno le p, 9, r in fun- 
zione delle X, pi. V. 

8. Occupiamoci ora del problema : Date le velocità dei punti di un sistema 
dotato di moto permanente , trovare le funzioni a , 6 , e che entrano nelle equa- 
zioni finite di tale movimento. 

Abbiamo già visto che queste funzioni devono sodisfare alle (1), cioè alle 

da '^ db '^ de • 

, _^dy dy dy 
(^^ j ^"da^W^dT 

_dz^ dz^ dz_ 
'^'^da^db'^dG' 

ed il problema si ridurrà alle integrazioni di queste equazioni, in cui le X, pi, v si 
intendono date in funzione delle x^y^z. Da queste equazioni si ottengono subito le 

. 5a , da ^ da 
, db ^ db , db , 

. de ^ de ^ de 

le funzioni a , 6 , e devono quindi sodisfare ad una stessa equazione alle derivate 
parziali. 

9. Per la integrazione della equazione 
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si osservi che se a è una funzione che sodisfa questa equazione e f una funzione 
che sodisfa la 

anche a 4- ? sodisferà la (8). Ma essendo evidente che, se ?, ^, x sono tre funzioni 
che sodisfano la (9), una di queste è funzione delle altre (è infatti subito visto che 
il determinante Jacobiano delle funzioni ?, ^, x ^ nullo) , seguirà che, se a è una 
funzione che sodisfa la (8) e 7, 4^ due funzioni che sodisfano la (9), tutte le solu- 
zioni della (8) saranno date da 

a + *(?,♦), 

essendo <^ una funzione arbitraria di due variabili. 

É noto poi che la ricerca di due funzioni che sodisfano la (9) si può ridurre 
alle integrazioni delle due equazioni simultanee alle derivate totali 

dx _dy _dz 



Ed infatti poste f = H, <|; := K le equazioni integrali delle precedenti equazioni , si 
ottengono subito le 

x£SL4.u^4-v^ = 

^dx^^dy +^az " ' 

Si osservi che, se a, b, e sono tre funzioni che sodisfano la (8), le b — a, e — a so- 
disferanno la (9), e tutte le soluzioni della (8) saranno rappresentate da 

o + *(6-o*,c-a) 
10. Conosciamo di già le equazioni 

6(05, .j/, ,z,) = b(x,y,z) + t 
c(x, ,y, ,z,) = c(»,t/,z) + (; 
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ma se poniamo 

A = a + L(6 — o,c--a) 

B = 6 + M(6-a,.c-a) 

C = c+N(6-a,c-a), 

essendo L, M, N tre funzioni arbitrarie, si avranno anche le 

A(aj, , y, , z,) = X{x ,y ,z) + i 

B(aJ|. 2/1 . *i) = B(aj , 2/ , z) + i 

C{x,,yi,z,)=C(x,y,z) + t, 
da cui 

aj, = A_, (A + t,B + <,C + = o_,(a + (,6 + t,c + 
y, = B_, (A + t , B + « , C + = 6. , (a + < , 5 + < , e + 
Zj = C_, (A + I , B + ( , C + = c_, (a + < , 6 + ( , e + 1), 

le quali Terificano che il moto permanente rappresentato dalle equazioni Anito (4) 
è completamente determinato (supposto date le funzioni X,'^,v), ad onta che nella 
determinazione delle funzioni a, 6, e compaiano funzioni arbitrarie di due variabili. 

IL 

il. Abbiamo veduto come si ottengono tutte le funzioni che sodisfano le equa- 
zioni alle derivate parziali 

ex dy dz 

quando sì conoscono alcune (almeno tre) dì esse. Per trovare poi elTottivamente 
alcune soluzioni particolari di queste equazioni bisognerà die sicno ofTotlivainentc 
date le funzioni X, ;ì, v. Ora esiste una estesa classe di funzioni X, pi, v per le quali 
r integrazione delle date equazioni si riduce a semplici quadrature. Questa classe 
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è determinata dalle sei equazioni 



(3) 



ati 

dx 


dv av 
dy ~^dx 


a|4 av ^ av 

ay az "'^ dy 


ax 

dx 


ai4 av 

dy~^ dx 


ax aji _ av 

dy dz~^ dy 




ax av 
ai/~' ax 


ax dv 

dz~'' dy' 



essendo p, g, r tre costanti arbitrarie. 

12. Dimostriamo ora che, se infatti fra le X , (t , v sussistono le (3), Fintegra- 
zione delle (1) e (2) è ridotta a semplici quadrature. 

Se indichiamo con a, ^, y le radici della cubica 

(4) 6» + pe* + qe + r = , 

dalle (3) si ottengono facilmente 

a (X + a[i H- g'v) _ a(X 4 aii + a«v) _ 9 (X + «ix -f a*v) 
dx ~ day "" da^z 

(a essendo una qualunque delle radici della (4)). Risulta quindi che le 

sono rispettiTamente funzioni degli argomenti 

a + ay 4- a*j8 x 4- Py + B*2 » + Tfy + T*^ » 

ed allora se poniamo 
,g. ^_l dx I' dx _ /' dx 

è facile il dimostrare che le funzioni a, b, e sodisfano la (I). Conoscendo cosi tre 
soluzioni particolari della (1) ci saranno note le soluzioni generali sia della (1) 
sia delle (2). 

13. In ciò che precede si è ammesso che le radici della (4) sono diverse fra 
loro; ma se invece due o tutte e tre sono eguali fra loro le soluzioni particolari 
(5) non sono distinte e non si ha quindi il numero sufiicìcnte di soluzioni partico- 
lari delle (1) e (2) per dichiarare integrate queste equazioni. 

Supponiamo ora che due radici, ad esempio p, y, sieno eguali fra loro. É evi- 
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dente che la 



b-c^f ^ '^t?^^^^ dx 



sarà una soluzione particolare della (2). Dunque nel caso di ^ = y otteniamo 

dx 



^^j dx ^^f 

i X + a-j. + a*v J'i 



X + pjx + p«v 



come due soluzioni della (1) e 



• i(X + 



(X + PiJi + P*v)* 



dx 



come una soluzione della (2) , e sono cosi determinate tutte le altre soluzioni di 
queste due equazioni. 

Si trova poi facilmente 

89 _ ' pi+2gv 8(p __ p«v~X 3y__ -2gX-gV ' 

àx "" (X+P|JL+p«v)* ay "" (X+p|jL+B«v)* dz "^ (X+Pii.+p«v)* ' 

e queste equazioni, che mettono in evidenza che la f sodisfa alla (2) possono es- 
sere verificate col mezzo delle (3), si può cioè verificare col mezzo delle (3) che 



^y (X-hpiJi+P*v)* 9x (X+P[i-|-p*v)'' 

14. Considerando il caso in cui tutte e tre le radici a , ^ , y sono eguali fra 
loro, si avrà 

dx 



H 



X 4- api -f a*v 

come una soluzione della (1) e le funzioni f, ^ determinate dalle equazioni 

d(f __ [Ji4-2gv 8y _ «N-X 8y _ ~2aX-a'iJL 

'dx " (X-f or jji+a*v)* ày " (X+flrix+a*v)* dz "" (X+api-|-a*v)* 

dif _ pi^+3gviJL+3aV-vX 84^ _ a»v»-3aXv~XpL 84; _ X*--a^v[Ji~3a>Xv 

a» "" (X+a|jL+a*v)' 8y *" (X+apL+a*v)* dz " (X+ati+a*v)* 

come due soluzioni particolari della (2). Si può poi verificare direttamente (col 
mezzo delle (3) ) che queste tre ultime equazioni non si contradicono fra loro , e 
che la funzione ^ da essa determinata sodisfa alla (2). 
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IS. Si possono dare funzioni che sodisfano le (1) e (^2), in cui in luogo delle 
radici della (4) tì entrino i coefficienti di questa stessa equazione. Consideriamo 
infatti le equazioni 

ap L M N 



Bx X+aii-ha*v X+gji+pN X+y|i+7*v 



dy X+aa+aN X-f?pi+^N X+Y|Jt+T*v 
aP a«L P*M , Y«N 



' fi»* 



+ 



,5;: X-fapL+aN X+P|i+p*v X+Yi^iT*v 

aQ ^ L| ^ M^ N, gR L, M, N, 

ax X+a[jL+a*v X+piJi+f*v X+Tl^+7*v ' dx X+a|i+a*v X+P[H-p*v X+ypl+y*v 

laQ^ gL, ^ gM, tN. dR_ ah, gM. tN, 

^ ' *ai/ X+a +a*v X+g|jL+f*v X-hY|jL+if*v ' dy X+aiJi+a*v X-fg;xH-p*v X+YpL+fN 

aQ _ ft*L, P'M, 7»N, aR_ g'L, p% 7^\, 

aj2 X+ajii-aN X+g|jL+p*v X+Yii-fy^v ' $2 X-faii-ha*v''X+P|M-p*v X+YjJi-fY*v 

Osserviamo prima di tutto che queste equazioni non si contradicono 9 ed in- 
fatti è subito visto che le espressioni 

ap , ap , ap ^ 

^dx^-^dy+^dz 

aQ , aQ 3 aQ ^ 
aR. aR^ aR^ 

sono dilTerenziali esatti. Inoltre se stabiliamo fra le costanti L, H, N le reiasioni 

L + M + N = l L, + M, + N, = L, + M, + N, = 0, 

le (6) determineranno una funzione P che soclisferà la (1) , e le (7) due funzioni 
Q, R sodisfacienti la (2). 

Se di più supponiamo che le costanti L, M, N sieno determinate dalle equa- 
zioni, che contengono le precedenti, 

L + oLi + a*Lj = 1 M + aM, + a% = N + aN| + a«N, = 

L + pL, + f *Lj = M + p» + ^«M, = 1 N 4- PN| + ^*N, = 

LH-yL, + y«L,=:0 M + yM,+t%=0 N + yN. 4-y«N, = 1, 
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i secondi membri delle equazioni (6) e (1) diventano funzioni simmetriche delle ra- 
dici a, p, Y della (4) e si potranno quindi esprimere mediante i coefficienti p, 7, r 
di questa equazione; fatto ciò otterremo 

cP _ X' + q[Ji* + {q* — pr)v* - pA{ji -f (p' - 2 (y)Xv -f- (r - pq)iiiv 
^3C "■ (X + ajjL -f a^)(X -f- flit + p*v) (X + 7|jl + ^«v) 

3P — r|jL* - rgv* + rppiv + rXv 



Sy (X + «li + a«v)(X + ?;j. + f'v) (X 4 -|jl + v2v) 
e»? _ r^^* 4- rinX — prvX 

^Q _ (p<7 - ^0''* + VV-^ — jiX — p'pLv 

c^x ~ (X 4- a[JL 4 a*v) (X -f f pi + p*v) (X + ^l* + T*^) 

^Q _ X* 4 (p* — 9)Xv - p?'v* + rvjjL — pXjA 
dy ~~ (T4^aiJLTa»v)r(X 4"g|x -r^^vy(X + yM- T*v) 

5Q _ - r|jL* + gix X + prjJiv - (p q - r)Xv 

az " (XTaix + a»v) (X + pV + ?*v) (XTtM^tN" 

5R _ [JL* 4- 9v* — vX — p[xv 

^ "^ (X -h din 4 a^v) (X + ?;jL + pN) (X -\-y^ + 7»v) 

9R_ - rv^ 4 pvX ~ [iX 

^ " (A 4- api 4 aN) (X 4 p;/ 4 P*v) (X 4 T|Ji 4 t»v) 

5R _ X* - qXv + riiv 

az" " (X 4- api 4- aN) (X 4 Pia 4 p»v) (X 4- Tl^ + T'v) ' 

essendo 

(X+aY+a*v)(X4 ppL4-p*v)(X 4 W4T*v) = 
X*-riJi»4TV-pX»ii.4(p*-2q)X*v+qpL»X4^rpi*v+(q*-2pr)v«X-qrv«pL4(3r-p(;f)XpLv, 

e queste equazioni ci daranno una funzione P che sodisfa la (1) e due funzioni Q,R 
distinte che sodisfano la (2), qualunque sieno le relazioni che si vogliano porre fra 
i coefficienti p, g, 7-, e quindi anche nei casi in cui due tutte e tre le radici della 
(4) sieno eguali fra loro. 

16. Vediamo ora come si possano formare funzioni X, pi, v che sodisflno alle (3). 
Considerando dapprima il caso delle radici a, p, 7 diverse fra loro, poiché le 
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X 4. api 4 a*v X 4 ppi + P*v X 4- Tl^ ■♦- Tf*v 

36 
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sono rispettivamente funzioni degli «irf^omcnti 

si potrà porre 

X + ajJH- a*v = \{x 4- ay h arz) 

da cui 

(8) • . jJL = - (? -h t) A - (« - 7) K - (a + ?) C 

. V = A4- B + C 

(ritenendo compenetrati in A, B, C come funzioni arbitrarie i littori costanti) , ed 
è facile il verificare che le funzioni X, «jl, v determinate in questo modo sodisfarlo 
le (3). Si osservi poi che queste funzioni X, [i.,.v contengono tre funzioni arbitrarie 

n. Supponiamo ora che le radici ?, 7 sieno eguali fra loro; è evidente ciie 
le funzioni 

P*A + apB , -2?A-(a + ?)B , A -f B 

sodisferanno le (3). Come pure sodisfano le (3), ritenendo p , 7 diverse fra loro, 
le funzioni 

a-rB - ago - (g 4- t)B + (a -h g )C B-C 

Ma, se supponiamo che per p = y sia B = C, queste funzioni si presentano sotto la 
forma insignificante = , e calcolate nel modo ordinario esse assumono la forma 

aC - a? (y + 2?2)C' - C 4 (a + P)(y 4- 2?2)C' - (y + 2^2)0' 

(essendo C la derivata di C) e si verifica subito che anche queste funzioni s 
stano le (3). Ed allora anc.he le 

' X =^ ^* A - a? B + a C - a'{.{y + •2g-)C' 
^9) ! pi = - 2^ A 4- (a + P) B - C 4- (a 4- ^)(y 4- r^z)G' 

V- A- B - (yi-^Z)C' 
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sodisfano le (3) e contengono come le precedenti tre funzioni arbitrarie 

k{x 4- ai/ + a»2) , B (ce + gy + ^'2) , C (oc + gy + p*JS). 

18. Operando in modo analogo si troverà che, nel caso delle radici a , g; , y 
eguali fra loro, le funzioni 

; X ^ a^ A + a B a^y+2«z)B' + "2C - 5(ay+a»2)C'+a*fy-t 2ar.)^ C" 

(IO) l^'^ - 2« V - B + 2a(y f 2az)W -^ '2yC'-toL{y-h^az)^G" 

fv:= A (y\-^azW + ^zd (y-\-2oLzYC" 

sodisfano le (3) e contengono ancora tre funzioni arbitrarie 

A(x 4 ay + OL^z) B(x [ ay + a'r) C (x l- ay + a*js). 

19. Una proprietà che lega le funzioni che sodisfano alle (3) e che mostra Tana- 
logia che queste equazioni hanno con quelle che legano le due parti reali d'una 
funzione di una variabile complessa è la seguente : 

Se X, (A, V ; L, SI, N sono due terne di funzioni che sodisfano le (3) fra queste 
funzioni avremo le relazioni 

d\k byè " ^^ api 

' b\i, d^^^b\x 



bK 


CfjJL Oh 


di 

b\ 






bl bUi 

— - r 



c;x c/A d^ d[k 



In particolare,' quando hanno luogo le (3). stanno pure le equazioni 



by bz 'dz 

' b\k b^ '^ 9|JL 

bx by _ bz 

ajx ' b\ ' av ~ c/ji. 



by 


bz 


bz 


bX 


bi. 

■ 


-^C'A 


bx 


^// 


az 


bl 


^ji. 


- 9 ^- 




aac 


bz 

= r 
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.NUOVE PROPOSTE INTORNO AI FONDAMENTI DELLA GEOMETRIA 



PEK 



P. CASSAN I 



Se si vuole che la geometria venga rij^orosamente insegnata nelle scuole è 
d' uopo che la genesi della retta sia data molto per tempo e non dopo una lunga 
serie di proposizioni sulla sfora come proposi altra volta coli* esempio di Boliay. 

La genesi della retta che io qui offro mi sembra inappuntabile ; dichiaro che 
non rho ne udita ne letta; ma se non mi appartenesse, ne lascio il merito cui 
spetta. La quistione sola che mi preoccupa in questo argomento è V assetto dei fon- 
damenti della geometria, e senz* altro aggiungere entro in materia. 

1. Una porzione limitata dello spazio ambiente dicesi corpo geometrico. 

2. Ciò che limita il corpo geometrico è la superficie. 
J. L* intersezione di due superficie è la linea. 

4. Due linee si intersecano in punti. 

5. I corpi possono muoversi nello spazio ambiente in qualsiasi maniera sema 
subire deformazione. 

6. Un corpo geometrico può, senza subire deformazione, ruotare intorno a 
due dei suoi punti tenuti fissi, oppure intorno a due punti fissi dello spazio am- 
biente, invariabilmente collegati con esso, e quando l'uno dei punti mobili sarà ri- 
tornato alla sua posizione iniziale, tutti gli altri punti del corpo saranno tornati 
alle loro posizioni iniziali, si dirà allora che il corpo geometrico ha compiuta una 
rotazione. 

7. Una porzione di linea, qualunque sia, ruotando intorno a due dei suoi 
punti, tenuti fissi, genera un guscio superficiale di rivoluzione. 

8. Un sistema di due punti A e B legati invariabilmente fra loro, costituisce 
un intervallo invariabile che si indicherà con AB. 

9. Un intervallo è congruibile con sé stesso anche arrovesciato. 

10. Se un punto nel suo movimento non è assoggettato ad alcuna condi- 
zione, può occupare successivamente tutti i punti dello spazio, generando cosi una 
estensione triplicemente infinita. Se è assoggettato ad una sola condizione, non può 
occupare tutti i punti dello spazio : ma poiché gli rimane ancora libertà di muo- 
versi con continuità, genererà un ambiente continuo che in virtù della imposta con- 
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dizione, sarà un esteso doppiamente infinito, cioè una superficie. Se il punto nel 
suo movimento obbedisce a due condizioni, esso deve trovarsi contemporaneamente 
sopra due superficie, dunque genererà una linea. Finalmente se obbedisce a tre 
condizioni, deve trovarsi contemporaneamente sopra una linea e sopra una super- 
fìcie, che non contiene quella linea; ma una linea ed una superficie non possono 
avere in comune che alcuni punti, dunque il punto in discorso non può prendere 
che un numero finito di posizioni ; allora quel punto può dirsi determinato di po- 
sizione. Dunque: tre condizioni indipendenti determinano un punto nelF ambiente 
spazio. 

11. Se il punto H è assoggettato alle due condizioni di conservare invaria- 
bili i suoi intervalli da due punti fissi C e C, , e sia MC = MC, , il punto M descri- 
verà una linea, rientrante in sé stessa dopo una completa rotazione, e che riesce, 
congruente con sé medesima anche dopo F arrovesciamento dell* intervallo CC|. 
Questa linea dicesi il circolo e quei punti C e C, diconsi i suoi centri. 

12. Esistono sul circolo n punti formanti n intervalli congruibìli, essendo n 
un numero intero qualunque. Infatti assunto un arco di circolo come misura del- 
l'intervallo questo arco si può far variare con perfetta continuità, e se diciamo A 
uu punto fisso -d'origine, X Taltro punto variabile, v il valore dell* arco ÀX, e dopo 
n passi restremo mobile cada fra A e T estremo X, ottenuto col primo passo, si 
potrà prendere un altro valore v^ di AX, tale che ci vogliano ?i -f- 1 passi per ca- 
dere fra A ed X, , essendo X, il nuovo estremo mobile dell' intervallo assunto. Dun- 
que nel primo caso, con n passi si oltrepassi A e nel secondo con n passi si resta 
indietro ad A, vi sarà dunque un valore w compreso fra v e v, che permetta dopo 
n passi il ritomo in A. Noi porremo m = 3, e chiameremo quel sistema di tre punti 
terna regolare. 

13. La terna regolare ammette la congruenza con sé medesima in 6 modi 
differenti che corrispondono a 6 permutazioni, tre dirette e tre con arrovescianienti 
cioè inverse. 

14. Quando la terna regolare d'un circolo ruota insieme col circolo, intorno 
ai centri di esso, compiuta la rotazione, i tre punti di essa riprendono le loro po- 
sizioni iniziali. Se la rotazione si limitasse a trasportare il punto A in B od in C, 
la rotazione non sarebbe completa. 

15. GencH della rella. Trorema. Sia una terna regolare ABC sopra un 
circolo di centri ed 0^ , il luogo del punto SI assoggettato alle due condizioni 

MA = MB = MC , 

è una linea i cui punti non cambiano di posizione nello spazio, se si faccia ruotare 
intorno a due de* suoi punti tenuti fissi. 

Dimostrazione dircUa. — Intanto è facile vedere due cose. 1.** Che anco i centri 
ed 0« formano parte del luogo. 2.° che la linea in discorso non muta di posi- 
zione nello spazio, se si fa subire alla terna una qualunque delle sue permutazioni 
dirette (n. H). 
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Considerando ora ima qualunque posizione li del punto M, si avrà : 

ed arrovesciando la terna su sé stessa facendole subire una qualunque delle sue 
permutazioni inverse, chiamando ii, la nuova posizione di ìì, avremo pure 

ii,A - ii,B = ii^G 

per cui ii ed a^ funzionano come nuovi centri, ed i punti A B e C della terna 
possono essere considerati come tre posizioni successive d*uno stesso punto clic ha 
ruotato intorno ai centri fissi a e n^ conservando eguali e costanti i suoi intervalli 
da essi; ma quello che si dice dei punti particolari ^2. e u,'può dirsi d'ogni altra 
coppia di punti ottenuti allo stesso modo, dunque la rotazione del sistema, lascia 
immobili i punti del luogo. 

Dimostriizionc per assurdo. — Sieno P e Q due punti qualunque del luogo 
descritto da M ; teniamoli immobili ed intorno ad essi facciamo ruotare la linea o 
tutto il sistema Supponiamo pure che la linea compresa fra P e Q possa descri- 
vere un guscio di rivoluzione. Intanto ciascuno dei punti A B e C della linea, sod- 
disfacendo nel suo movimento alle due condizioni AP— cost. . AQ=cost. ; BP=cost., 
BQ- cost.;CP-cost ,CQ-cost. descriverà una linea in cui sarà sempre inscritta la ter- 
na ABC, per essere AP = BP - CP ; come pure AQ = BQ = CQ. Che queste tre linee 
aventi in comune i punti della terna ABC si riducano ad una sola, e quìesta sia un 
circolo, ò subito provato, arrovesciando la terna su sé stessa per cui P e Q prendono 
altre due posizioni P| Q, e i tre sistemi APP^ , BPP, , CPP, saranno tre posizioni 
particolari d'un sistema ruotante e generante un circolo (n'* 11). Dicasi altrettanto 
dei tre sistemi AQQ, , BQQ, , CQQ,. Ora se il sistema ruota intorno ai centri fissi 
P e P, oppure Q e Q, che restano immobili, e ruoti solo quanto occorro a far pas- 
sare il punto A in B, la rotazione non sarà completa, eppure il tratto PQ della linea 
generante il guscio sarà rientrato nella sua posizione inizialo perché qualunque per- 
mutazione subisce la teVna, rispetto al luogo del punto M, nulla cambia ; ma non 
é possibile che la linea generante un guscio di rivoluzione ricada su sé medesima 
prima d'una rotazione completa; é dunque assurdo supporre che durante la rota- 
zione del sistema intorno ai punti P e Q, la linea PQ generi un guscio di rivolu- 
zione. Questa linea dicesi roKfi. 

16. Una retta è determinata da due dei suoi punti Due rette si segano in 
un solo punto. 

n. Una curva può considerarsi come un poUbitero d'un numero di la- 
tercoli infinitesimi, rettilinei; il prolungamento indefinito d'un latercolo dicesi la 
langenle in quel punto. 

18. Genesi del piaììo. — Una retta che si nmova intorno ad un punto fìsso 
d'un circolo, appoggiandosi sempre al medesimo, genera una superficie coni mente 
con sé medesima anche dopo 1* arrovesciamento. Ciò deriva dai n.^ 11, e 15 però 
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quando il circolo direttore riprende la sua posizione congruendo arrovesciato. Per 
vederne la generale dimostrazione premettiamo che 

19. Angolo rettilineo è un sistema invariabile di due rette che hanno un 
punto in comune. Un angolo si divide in quattro ragioni, due consecutive (adiacenti), 
due non consecutive (opposte al vertice). 

20. Se due consecutive sono sovrapponibili, lo sono tutte e quattro, e l'an- 
^'olo dicesì retto (col principio di sovrcipposizione). 

21. Due regioni opposte al vertice sono congruibili, (coirarrovesciamento d'un 
intervallo arbitrario). 

22. Congiungendo i centri ed 0, del circolo direttore, mediante una retta, 
questa incontrerà la superficie generata in un solo punto che diremo a. (Veggasi 
la mia dimostrazione nel Saggio di gcomoJnn rigorosa, per la superficie di con- 
gruenza incondizionata, «iimostrazionc che resta apphcabiie in questo caso che il 

• circolo direttore congruisce con se medesimo. 11 ritaglio invece che esser qualun- 
que si farà lungo il contorno dal circolo direttore; pag. 3^). 

23. Congiungendo a con un punto M del circolo mediante una retta, le 
rette M-i ed 00, formeranno evidentemente un angolo retto. Il punto ii è il centro 
assoluto del circolo direttore e la ììM ne ò il raggio. 

24. Con un altro centro ii, preso comunque si voglia sulla superficie, e 
collo stesso raggio, si descriva sulla superficie una linea; essa sarà un circolo iden- 
tico al primo. Infatti questa linea sarà congrua con so stessa anche dopo arrove- 
sciato il cerchio direttore su so medesimo e fatto .coincidere di nuovo aì, con sé 
stesso, per cui questi due circoli possono essere sostituiti Funo all'altro. Questa 
superficie dunque può scorrere su se medesima, sia diritta, sia arrovesciata. Essa 
è il piano. 

E qui mi arresto. Queste poche e faciU proposizioni dovrebbero, a mio cre- 
dere, essere insegnate prima di incominciare T Euclide, e servirebbero anche ad 
abbreviare alcune dimostrazioni di quel libro; potendosi semplificare d'assai, per 
esempio, la teoria del triangolo isoscele mediante rarroi;escia»ic/i/o delCinlervatlo; 
ma lascio piena libertà ai docenti, che s'interessano di questa importante quistionc 
didattica, il disporre le cose come meglio credono. Invoco da questi una severa 
crìtica che mi sarà oltremodo cara. 

Concludo frattanto coir osservare che i tentativi per elevare a leoretna V as- 
sioma del piano non sono niente più faciU, stabilendo la condizione restrittiva cke 
due rcUe sul piano si incontrino sempre ; e che, non un tentativo , ma una di- 
mostrazione rigorosa fu data da me stesso fino dal 1872 nel mio citato Saggio che 
V se una superficie è di congruenza incondizionata , una retta che ne congiunge 
: due punti, vi giace per intero ». Allora io non dava la genesi del piano: essa 
veniva qualche pagina dopo, ed era quella stessa di Bolìay. 

Un eminente geometra francese al quale avevo comunicato per lettera quel teo- 
rema l'anno prima, cioè nel 18T1, sentenziava che « nulla si poteva obbiettare alla 
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(i mia dimostrazione, sebbene non avessi con quella, sciolta la quistione di prefe- 
{i renza fra le tre geometrie ». E ciò è giustissimo, perche il teorema in discorso 
non è vero soltanto per la geometria parabolica; ma per tutte e tre le geometrie. 
Il dimostrarlo rigorosamente non apporta e non può apportare alcuna luce sui 
celebre postulato XI, il quale, tutti ben sanno, non è una conseguenza di quel 
teorema. 

Stabilito però quel postulato, il teorema in discorso rimane nella sua* integriti. 

Io vorrei che il contesto geometrico fosse ordinato per guisa che le proposi- 
zioni le quaH stanno per tutte tre le geometrie fossero esposte prima di tutte le 
altre , vale a dire , lasciando da principio intatta la quistione, se la retta abbia 
air infinito due punti reali e distinti, coincidenti o immaginarli. Questa distinzione 
può esser fatta dopo, e per non turbare Y indirizzo puramente geometrico si potrebbe 
indicare ai giovani Y esistenza delle tre ipotesi e adottare quella dei punti reali coin- 
cidenti, mostrando allora subito F unicità della parallela, e quindi il necessario in- 
contro di due rette sul piano, e i teoremi delle parallele, della simiglianza etc. 

Venezia, Aprile 1877. 



)( 289 )( 

SOPRA LA FUNZIONE POTENZIALE DI UNA MASSA DISTRIBUITA 

SU DI UNA SUPERFICIE 



PER 



P. PACI 



Fu primieramente dimostrato da Green (*) clie se la funzione potenziale di 
una mas^a distribuita sopra una superficie è costante in tutti i punti di essa, vale 
a dire la superficie è di liveUoj la sua derivata seconda rapporto alla normale esterna 

è uguale a 4^P ( p- + g-) ? dinotando con R, ed R^ i raggi di curvatura principali 

della superficie nel punto considerato e con p la densità. 

A tale conclusione pervennero pure il Betti (**) e CI ausi us (*•*) con me- 
todo diverso. 

Da questo risultato si può con considerazioni semplicissime, il che non fu a 
mio credere ancor fatto, inferirne che in generale la differenza fra la derivata se- 
conda della funzione potenziale di una superficie presa rapporto alla normale verso 

resterno e la derivata stessa presa verso l'interno è uguale a ^^pln—T-p-) in 

un punto qualunque della superficie. 

In questo breve lavoro io do primieramente una dimostrazione^della proprietà 
notata da Green, la quale differisce dalle sovraccennate ed è tutt* affatto analitica, 
pel caso che la superficie di livello sia un'ellissoide. Quindi deduco con considera- 
zioni semplicissime 1* enunciata proprietà generale della derivata seconda rapporto 
alla normale della funzione potenziale di una massa distribuita sopra una superficie 
qualimque. 

1. 

Cominciamo dal considerare la funzione potenziale di una massn distribuita 
sopra un'ellissoide di equazione: 

^^) S + IT + T = '^*- 

a* o* e* 



(•) Creile. — yoi/rnal ecc. Voi. 47, pag. 163. 

(••) Betti. — Teorica delle forte che agiscono secondo la legge di Newton ecc. 
C^) CìtLUSÌns ^ Abhandlungen Uber die mechanhche Wdrìnelheorie Zweite Ab- 
iheilungen S. 77. 

VCL. XV. 37 
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Slipponiamo che la densità in ogni suo punto sia proporzionale alla porzione 
dì normale intercettata tra essa e r ellissoide omotetica corrispondente ad h + d/i. 

Indichiamo con Y la funzione potenziale di un tale involucro, ed in particolare 
denotiamo con V^ i valori di V per punti esterni air involucro, con V^ gli stessi 
valori pei punti intemi. Allora si avrà, come è noto {*) : 

(2) V. = 2ita6chd/t/ -t=^ 



N/(a*+X)(6* + X)(c» + X) 



dove X deve esser dedotto dall'equazione 



V >1* !? 



a» + X ' 6* + X e* + X 

nella quale ^ , >] , ^ sono le coordinate del punto attratto. 

La densità noi diversi punti, indicandola con p, sarà data dalla espressione 



(love 



?=^(VÀx-X__o 



^^= (IV +(!)*+©'. 



Facilmente si trova : 



(Vax)x.o = 






per CUI : 



(3) ? = 



Moltiplicando i due membri di questa eguaglianza per da ed^integrando a tutt^ 
la superficie dell* ellissoide (1), si ha: 



J pdo = hdX 



r da 



(*) In questa parte mi riferisco pressoché totalmente all'opera del Ch. Prof. Betti 
intitolata Teorica dette forse che agiscono secondo la legge di Newton etc. 
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Ora indicando con H la massa deir involucro, sì avrà: 

/pdo = H. 
D' altra parte si trova facilmente : 

da 

= 4it aòc (•) 



per cui avremo : 

M = /idA>4ica6c 

e quindi, sostituendo nella (2) e nella (3), sarà : 

dX 



(*) V, 



_ M r 



(5) P = 



/(a* + X)(6* + X)(c» + X) 
H 1 



4ica6c 



Vo* ^ 6* ^ e* 



e manifestamente nulla perderemo in generalità supponendo /t =: 1 ; e quindi dedu- 
cendo il valore di X dalla equazione : 

Adunque la (4) rappresenta il valore della funzione potenziale dell* ellissoide di 
equazione : 



X* y* ^* __ j 



quando il valore di X venga dedotto dalla (6), e la densità sia data dalla (S). 

Ciò posto proponiamoci anzitutto di determinare ^-^ per un punto qualunque 

della superficie dell'ellissoide. 

Riguardando V^ come funzione di X, e X come funzione di p', avremo primie- 



(*) Una tale determinazione feci già in un articolo pubblicato nel Nuovo Cimento 
Ser. 2, VoU XV. Fase, di Marzo Aprile e Maggio 1876, 
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rumente : 



dv^ a*À 



dp^ dk\ \dp/ ' dX dp^ 

Se ora indicliiamo con x ,y , z le coordinate di un punto qualunque deir el- 
lissoide, e condotta la normale per questo punto, che prenderemo positiva aire- 
sterno, sì chiamano a , ^ , y gli angoli che essa fa coi tre assi coordinati, per un 
punto qualunque della normale di coordinate ^ . >; , C si avranno le relazioni : 

5 - i>2 -H ]) cos a 
(8) . >3 = 1/ + P cos g; 

5 = 2 4- p cos Y 
Derivando la (i), si avrà facilmente : 

dVc _ M 1 



d^ 2 ,y(a* ^ x) (6* + X) (c« + X) 
e 

d^V,_M [(g^ + X)(ft« + X) -f (g* 4- X)(c^ + X) -f (ò^ + X)(c^ ^ X j ] 

rfX« "" 4 ' i 

^ [{g* + X)(6* + X)(c*+X)l* 

Per avere ora i valori di queste espressioni alla superficie bisognerà porre 
X - 0, con che si ottiene : 



(9) [^1 - - J« 



^. . rd«Ve1 _ M [a*b» 4- gV + 6^c»] _ M L [JL i_ i-l 

^ ^ L dX« lo " 4 * a»6»c» " "4 ' gòc La« "^ 6« "*" e* i' 

Per determinare ^- , osserviamo che in virtù della (6) X è funzione di S i >S * Cf 

ap ' 

e queste in virtù delle (8) sono funzioni dì p Derivando in questo concetto la (6), 

otterremo : 

2S 2y) ^C r S' y}* ^^ I^X 

(11) ^^cosa^ ^^cos9 + ^cos,-[^^^^^^^^^, + ^^=0. 

Ha se poniamo : 

T» te* v* z* 
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saranno in valore ed in segno : 



; X i 

' COB a - -r • :==- 

a* H 



(«) 'cosM^-^ 



2 1 

Per avere ora il valore di ^ alla superficie, è d'uopo porre nella (11) : 

X = $ = x >1=2/ J = 2. 
Allora la (11) diventa : 

^ cosa+ ^ COSP + ^ cosY- l^ + ^ +^J ^^ = 
e sostituendo a cos a , cos ^ , cos y i loro valori : 

^^M + ^i^. ! + !£!. l_r?!4.y! + E!l[?àl -n 

a* H^6* He* H Lo» 6* e* J UpJo ~ 
ossi» : 

e quindi : 

9'X 
Finalmente alla determinazione di ^-~« , occorre di derivare una seconda volta 

la (11), e con ciò si ottiene : 
2 . . 2 a„ . 2 • o r 25 2ri « 2{ 1 aX 



+ 



r ^' , 2>ì« 2C» i/axy f s« >ì» e» I 8»x^ 

l(atH-X)» "^ (6«+X)» "^ (c«+X)«J \dp/ L(a*+X)« *^ (6»+à)* (c*+I)^J 9p* ' 
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Per ottenere ora il valore di ^ alla superficie, basterà porre : 

X = 5 =ac »! = !/ ? = 2 

e in pari tempo sostituendo per cosa , cosp , cosf i valori (12), per ^ il valore 
(13) e facendo le opportune riduzioni, otterremo; 






e quindi : 

bp»Jo ~ H* 

Per brevità porremo : 

X* , 2/* , «* _ K 
a* 0* e* 

e si avrà allora : 

(14) r?!^i =?R 

^ ^ bp*\o H* • 

Per ottenere il valore di -^-{ nel punto (x ,y , z) della superficie, non si ha 

a fare altro che sostituire nella (1) i valori dati dalle (9) , (10) , (13) , (14) , con 
che si otterrà : 

L ap» Jo " 4o6c La* "^ 6» ■*" e* J H* 2o6c H* * 

Ha noi abbiamo dalla (5) : 

H I 



P = 



4ita6c H ' 



per cui la pc($cedente relazione si può scrivere : 



lW'.=*'^4i+^+^]4-^'p| 
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ed anche : 



r^^i i fri i n ^ r 



2. 

Per arrivare ora al nostro scopo, a dimostrare cioè la proprietà di r-j annun- 
ziata in princìpio, è d*uopo determinare il prodotto e la somma dei raggi di cur- 
vatura principali delV ellissoide. 

Chiamando, come abbiam detto, R, ed R^ questi raggi, si avrà per noti prin- 
cipii di calcolo differenziale (*) : 






i 



dove abbiamo preso il segno negativo per avere la somma dei valori assoluti dei 
raggi di curvatura, che in questo caso, avendo presa per direzione positiva della 
normale quella che va verso 1* esterno, sarebbero ambedue negativi, e quindi anche 
la loro somma. 

Con opportune derivazioni si otterranno dair equazione dell* ellissoide le equa- 
zioni difTerenziali seguenti : 

' X z 

-i + -r p* + -T- r = 
a* e* ^ e* 

Il z 

6* e* ^ e* 



(•) Serret. — Cown de Calcul di/férentul et integrai. Tome 1. pag. 479, 
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dalle <iuali si dovranno dedurre ì valori di p, q, r, s, ( per sostituirli nelle espres- 
sioni precedenti. 

Con un calcolo semplicissimo (") si otterrà primieramente : 

R. R, - a«6 V [?! + ^ + r!l * = a*6 V • H*. 

La* 0* c*J 

Per calcolare quindi R^ + R^ , si troverà anzitutto : 

(1 + 9*)r - 2pqs + (i + p*)s = 

= _J_[A^ Lvl 1??! 1^ 1??! 1^1 
r z^j» U* e* "^ a* M "^ 6« a* "^ 6* c^ "^ c« a* *^ r^ ò J ' 

la quale, aggiungendo dentro parentesi F espressione nulla: 






si potrà scrivere: 



(il) (l+9*)^-2pqs-KI 



+^')'=-f|pi[^4+cy"*-'^) 



Cosi pure facilmente si trova : 



(18) Vl+p* + g» = - 

Z 



ed : 



Sostituendo quindi i valori (11), (18), (19) nella (16), si otterrà: 



C) V. il mio articolo sopra citato. 
(••) V. r articolo sopra citato* 
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e dividendola membro a membro pel prodotto dei raggi di curvatura, si avrà fi- 
nalmente : 

R, R, "Ila* 6* c»Jh H»r 
Confrontando questa equazione colla (15), si deduce tosto : 

Ricordiamo ora che con V,. si è indicata la funzione potenziale pei punti interni 
aJl' ellissoide ; e sappiamo inoltre che si ha : 

V< = Costante (•) 
per cui in tutto F interno si avrà pure: 



9p» 



ed anche alla superficie sarà : 



[m=«- 



ap*Jo 
Sottraendo ora questa dalla (20) se ne deduce 



[dp*U Lap«Jo'"*^P' R,R, 



la quale ci dice che ; la derivala seconda della funzione potenziale dell'ellissoide 
rapporto alla normale cresce bruscamente di iitp ' p , passando daWinlerfio 
ali* esterno. 

3. 

Ora intorno al punto considerato limitiamo un elemento di superficie, ed indi- 
chiamo con V, la parte della funzione potenziale relativa a questo elemento, con V^ 
r altra parte avremo; 



C) Betti. — Citata Teòrica. 

TOL. ZY. 38 
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Ma per la massa attraente, dalla quale proviene Vj» *' punto (x,y,z) è estemo, 
e quindi la funzione V^ e tutte le sue derivate sono finite e continue. Quindi la va- 

riazione brusca di ^ nel passare dall' interno ali* esterno non potrà provenire che 

da una tale discontinuità della derivata -^ , il che ci conduce al teorema seguente 
la derivala seconda rispello alla normale, della funzione potenziale di un elemento 

ellissoidico cresce bruscamente di iirp ' ^ • passando dalla parte concava alla 

parte convessa lungo la normale. 

Consideriamo ora una superficie qualunque e sovr essa una massa distribuita 
in modo qualsiasi, e chiamiamo W la funzione potenziale di questa massa. 

Sia (.T , y , z) un punto di questa superficie nel quale essa ammette un' ellis- 
soide osculatrice. Separando intorno a questo punto un elemento di superficie, po- 
tremo decomporre la funzione potenziale in due parti W. e Wj , Tuna relativa al- 
l' elemento, r altra relativa al resto della superficie. 

Ora l'elemento considerato potrà riguardarsi come un elemento dell'ellissoide 
osculatrice, e quindi W, non altro essendo che la funzione potenziale di un ele- 
mento ellissoidale la sua derivata seconda rapporto alla normale, soffrirà la brusca 
variazione enunciata nel precedente teorema. Ma poiché il punto (x,y,z) è esterno 
air altra parte di superficie , W, e tutte le sue derivate saranno finite e continue 
in quel punto. 

Ora essendo : 

si avrà pure : 

dp* '" dp^ dp^ 

e in forza delle considerazioni precedenti ne inferiremo che : la derivata seconda 

a*w 

^-j- della funzione potenziale di una massa distribuita sopra una superficie qualun 

R + R 

que cresce bruscamente di iitp ' * passando dall' interno alV esterno lungo la 

R, Rj 

normale in un punto qualsiasi dove la superficie nnimetla un'ellissoide osculatrice. 
Qui con R| ed R2 abbiamo denotati i raggi di curvatura principali della super- 
ficie nel punto considerato. 

Il metodo tenuto per giungere al teorema precedente, che è oggetto principale 
di questo lavoro, è anàlogo a quello adottato dal sig. Betti (*) per dimostrarla 
discontinuità della derivata prima della funzione potenziale rapporto alla normale. 

Parma 1 Dicembre 1876. 



(*) Betti. — Citata Teorica. 
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DES FRACTIONS ÉTAGÉES 



PAR 



H. QOBIERRE de LONQCHAMPS 



Lorsque (n + 1) nombres 

Q^ ù^ a^ . . . 0,14.1 

sont écrits l'un au dessous de Tautre et séparés l'un de Tautre par la barre ho 
rizontale, signe de la diyision 



A« - 



•■n 



a. 



a, 



a. 



a 



n 



a 



«+I I 



cette exi^ression prend une valeur arithmétique bien déflnie si Ton donne aux n 
barres horizontales des longueurs différentes qui se représenteront par 

M ^ Cd J O J • » • li ■ 

En effet la barre de longueur n séparé Ja fraction étagée en deux parties qui sont 
rune, la partie supérieure, le dividende d'une division dont Tautre est le diviseur. 
Puisque toutes les barres ont des longueurs différentes, la partie supérieure rcn 
ferme une barre de longueur plus grande que toutes celles de cette partie et qui 
la séparé en deux régions: la région supérieure devant étre divisée par Tautre. Ef 
fectuant ainsi les divisions indiquées on arriverà à une valeur bien définie se pré- 
sentant finalenient sous la forme d*une fraction ordinaire. 

Ainsi (n-f 1) nombres séparés par n barres horizontales de longueurs différentes 
dounent naissance à une valeur arithmétique bien déterminée. Mais que Ton per- 
mute r ordre dans lequel sont rangées les barres horizontales 1 , 2 . . . ?i et à 
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chacune de ces permutatioQS correspondra une valeur. Par cxeraplc 



df { 



A,= 



o» 



a, 



I CI4 < 



peut s'écrirc 



0| 


«1 


0. 


fll 


«t 



3 

ai 



a, 



df ^9 ^4 



a, a. 






a, 



a 



^ 



0; 



_ Oi g^ 04 



a. 



«« 




0| 


a,o. 


0* 


0,04 


«• 




0» 


a,rt. 



a, 



En general la fraction 



a, 



a. 



(/.. 



A.= 



"IM-I 



fi 



«-l'I 



sont 



quo nous proposons d* appeler fraction èiagée , dans la quelle a, a, . . 
des élements donnés separés par des traits horìzontaux inégaux de longueurs 
1 , 2 , . . . n a autant de valeurs apparentes quMl y a de moyens de permuter les 
chiffres 1 , 2 ... n e. a. d. 

I-2- ... Il 



dono: 



)( sol )( 



Theo rème I. — La fraction étagée 



A.= 



0, 


«t 


i ' 

• 


• 


. «n+i 



admet 1*2*...*n valeurs apparenies. 

Thè crème IL — Toutes les valeurs de la fraction étagée k^ renfermenl a, 
au ntimérateur et aj au dénominaleur. 

Supposons la loi yraie pour les fractions de n éléments je dis qu*elle subsiste 
pour celles de (n+ \) éléments ; car si la barre de longueur n suit immédiatement 
a,, le dénominateur sera Fune des valeurs de la fraction étagée à n éléments 



a, 



a. 



a 



IW-I 



et nous admettons que a, est au numérateur de cette yaleur ; donc a^ resterà au 
dénominateur de la valeur considérée qui aura bien d*ailleurs a, au numérateur. 
Dans tous les autres cas la barre de longueur n séparé la valeur de A,^ considérée 
en 2 régions et la région supérieure renfermant tout au plus n éléments écrits 
dans Tordre a, a, . . . est Fune des valeurs d*une fraction étagée à n éléments 
tout au plus et puisque nous admettons la loi vraie pour ces fractions étagées le 
numérateur sera une fraction ayant a, au numérateur et aj au dénominateur. En di- 
visant cette fraction par celle qui représente la valeur du dénominateur de la va- 
leur de À„ considérée a, subsistera au numérateur et a, au dénominateur définitifs; 
mais Ih loi est vraie pour A^ pour A4... , donc elle est generale. 
Aìnsi toule valeur de la fraction étagée k^ est de la forme 






a , p etani formés des facteurs 



a, 04 



avee to condUion 



a 



n-t-t 



a? = <»8«4 • • • «n+i- 



On déduit de ce théorème ce coroUaire évident : 
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CoroUaire. — 1^ devx fraclions élagées 



a. 



A.= 



a 



h+1 I 



B,= 



Xa, 
Xot 



'tH-t 



onl les ménies valeurs quelqxie soil X. 
Théorème III. La fraclion 



a, 



a, ag «4 . . . a^, 



représenie la valeur de la fraction élagée quaiid les barres $e suivent iians Vordre 

En elTet si la loi est vraie pour une fraction de n éléments, le numérateur de 
la fraction 



a. 



a. 



<t 



(I 



tt - 1 



sera 



a. 



"i flj 



il. 



et divise par rr,,^, on a le résiiltat annoncé: mais laici est vraie 



pour AjjA^ . . . , donc elle est generale. 
Théorème IV. ~ La fraction 



n, (7, f?4 



a 



n-n 



a, 



est la valeur de la fraclior^ élagée qvand les barres se auivenl daiis Vordre 



n, 1 , 2 , , (fi - 1). 
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En eiTet dans la fraction 



«I 



a, 



a 



.1 



04 



«11+ ! 



le dénomiDateur d*après le théorème précédent est égal à 



«• 



«8 «4 ^IM-1 

doDc la fraction est 



tti cf, a^ a, 



n-ht 



a, 



Théorème V. — La fraclion 



Oi Oj ù^ . . . 



a^a^ 



• • ■ 



le numérateur n* ayant que des indices impairs et le dénominàteur que des in- 
dices pairs est la vnleur de la fraclion étagée quand les barres se suivenl en de- 
croissant sans cesse, e. a. d. daris Vordre 

n,(n-1) 2,1. 

En eflet. Supposons la loi vraie pour n èléitieDts; la fraction 



"1 

«2 



«3 



«l»^1 



X w*x 

veut dire que a^ doit étre divise par le dénominateur 



a< 



a 



II4-1 



le quel est * * ' ' ' , puisque la loi est supposée vraie pour cette expression doni 

9 5 * * ' 

le premier terme est a, , le troisième a^ etc. ... ; mais alors 



fl. 



«1 «3 «5 



Oj ^4 . 



O) a^ 



a.Qm.' . 



^8*^i 



le théorème est vrai pour A, , A4 ... , dono il est general. 
Théorème VI. — Tonte expression de la forme 



a^ OL 
a, J' 

dans la quette a , ^ désignent le produil d'un certain nombre de facteurt 



avec la eondition 



1 fls <*4 «IH-l 



a.p = a. 04 o„+« 



est V une dea valeurs^ de la fraction élagée 




IH-l 



quand on donne aux barres des longueurs différentes et convenablement disposées. 
Je suppose le théorème vrai pour une fraction étagée de n éléments ; si ^ ren< 
ferme le facteur a^^, T expression pourra s'écrire 



tti 



(h P' 



*fH-i 
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en donnant à la barre horizontale la longueur n : mais le numérateur 



a^ a 
e^t Fune des valeurs de la fraction étagée 



Aii-i — 




quand on donne aux barres les longueurs 

1,2, ,(n-l) 

puisque nous supposons le théorème vrai dans ce cas ; V expression proposée 

sera donc Fune des valeurs de A^^, les barres ayant les n longueurs dififérentes 
1 , 5 . . . n. 

Supposons maintenant que ce soit a qui renferme le facteur a^^^ ; alors la va- 
leur proposée est de la forme 

et de deux choses r une ou a, est au numérateur ou il est au dénominateur ; dans 
le premier cas on peut écrire r expression donnée 



a. 



a,p 



<^n+ia 



./ 



en donnant à la barre placée au dessous de ai la longueur n ; mais a, étant fac 
teur de a' 






TOL. XV. 



39 
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est Fune des valeurs de la fractìon étagée 




quand on donne aux barres les longueurs 1 ,2...(n-l) convenablement disposées; 
et le théorème est encore déniontré. 

Si au contraire a, est au dénominateur si ^ = a, ^* alors 



(1) 



a, a, p' 






«sP' 



a 



'«+« 



Si a^ appartieni à a', le dénominateur est Tune des valeurs de la fraction 



a, 



OfH-^ 1 



quand on donne aux barres les longueurs inégales 2 , 3 , . . . , (n - 1), et en don- 

nant dans Tégalité (1) au numérateur -' une barre égale à 1 et à la barre ócrite 

sous cette fraction la longueur n on a n barres différentes, donc encore une Taleur 
de la fraction A^. 

Si a^ se trouve facteur de p', on écrira 



2i 

a 



2 



0|fl«+ia' _ 


Oj 


a, a, o, p" 


o*r 



et r on continue le raisonnement déja fait en examinant successivement V hypothése 
où Og apparticnt à a' et. celle où a^ appartieni à ^". 

Théorème VII. — /i n*y a que 2""* valeurs dislincles, dans la fraction 
élagée k^. 
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En effet soit X^ le nombre de ces valeurs ; X^_, représentera le nombre des 
valeurs de la fraction 



'W-i — 




en prenant successivement les valeurs de A„_, et plafant en haut et en bas le fac- 
teur a,^, on aura toutes les valeurs de À,^ sans exception et sans répótition, dono 



de méme 



X,i — 2X«_| ; 



Xn., — 2X||.s 



= 2X, 



X, =1 



doù 



Xn =2« 



-« 



a, 



Autremenu Imaginons les valeurs de A„; le facteur -^ appartient à toutes et 



a. 



se trouve successivement multìplió par des fractions dont les numérateurs sont 
1® l'unito, ^'^ les combinaisons une à une des nombres a^a^. . . a^^., 3® les com- 
binaisons deux à deux de ces méines quahtìtés etc. ; on a donc 

Or en faisant n = 1 et = 1 dans la formule 



on a 



donc 



2«-' = l +C...' + C^,«+ . . . -f 0«.i*-'; 



X, = 2'-«. 
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Théorème Vili. — Za somme de toutes les valeura de la fraxUion élagée 



An = 



a. 



a, 



a 



fi+1 



est égale à 



S ("» ^ ii) ("* •" i) (""-'^i;) 



En effet appelons S,^ la somme des valeurs de la fractìon étagée A^ ; si Ton 
imagine toutes les valeurs de la fi*action étagée 



^ji-« — 




toute valeur de A,, se déduira d'une valeur de A,»., 1^ en la multiplant paro^^.,, 
2^ en la divìsant par a„+i de sorte que 

1 



OU 



on en déduit 






s-«=(°-+D« 



s* =(«»+£)s. 



a, 



S, =^ 
a» 
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Multipliunt 

e. Q. F. D. 

Lorsqu*une quantité x est susceptìble de prendre deux valeurs a , ^ nous con- 
venons d' écrire , 

Le signe f tenant lieu du mot ou et on lit 

X égal a ou ^ ; 
de memo 

x=a : P : T 

veut dire 

X égal a ou P ou y- 

Ceci convenu 

Théorème IX. — Toutes les valeurs d'une fraction élagée A^ soni donnécs 
par la formule 

En eCTet d' après la convention que nous venons de poser la formule précédente 
veut dire qu'un nombre doit étre pris dans chacune des parenthèses, arbilrairement 

cP aiUeurs, et le produit de tous ccs nombres étant lui méme multiplié par — don- 

nera un résultat de la forme 

a, a 

a et p étant le produit d'un certain nombre de facteurs 

avec la condition 

aP = 05 a^ o„+|, 

puisqu'on ne peut prendre qu*un' nombre dam chacune des parenthèses. Recipro- 
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quement toute expression de la forme 



ai a 

^ F 



valeur de X^ peut évìdemment étre donnée par la formule (1) qui fournira donc 
toutes les valeurs de A„ mais qui ne donnera pas la méme deux fois. 

C. Q. F. D. 

Théorème X. — On peni intcrverlir coninie Von voudra Vordre des élénicnls 
a, a4 . . . a,!^., de la fraclion étagée A„, mais cn ne touchanl pas aux deux pre- 
viiers élémcnts a, a,. 

En efiTet la formule (1) donne les mémes valeurs quelque soit Fordre des pa- 
renthéses. 

Théorème XI. — iorsgue Cun des élémenls de la fraclion étagée A, 



«8 a* 



^n-hi 



devient égal à 1, on peut le suppnmer purement et simplement. 
Ce théorème résulte immédiatement de la formule 



^ — ^«4-1 ^n-l *- 



1 



a 



A«-, 



»4-f 



qui dans Tbypothèse 



devient 



0--U, ^ 1 



'«+1 



ou 



A.„ A,,_, : A,j_, 
A« ~ A„_, 



Théorème XII. — On peul calculer de proche en procht les valeurs de Ia 
fraclion étagée A„ par la formule 



o, 




«1 «»+« 


• 

• 
• 


«1 


o» 


«2 


'*» "m-l 


• 
• 

• 


• 
• 

• 


• 
• 
• 


On4-i 


o. 


a« 



qui ramine les valeurs de la fraclion étagée a (n + 1) élémenls à eelles d^nne fra 
xiti(m étagée de n élémenls seulement. 
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En effet la formule (I) peut évidemment s'écrire 



Or la première partie peut s'écrìre 






et est Fune des valeurs de la fraction étagée 




la seconde partie est de méme Fune des valeurs de la fraction étagée 




ce qui prouve quon peut remplacer le calcili (Vane fracHon élagée a (n + l) élé- 
menls par celui de deux fraclions élayées à n élémenls, fracUons dédailes de la 
proposée en muUiplianl successivemeni par Vun des élémenls 



a, a^ 



a 



fi+i 



Ics deujc jiremiers éléments a, Rj. 

Théorème Xn. — Le produU de deux fraclions élagée» 



A« = 



«1 


«» 


Oj 


• 
• 
• 


«»+l 
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s' oblimi en mnUipUant les premiers élémenls et en prenanl les produUs pour 
premiers éléments d'une fraction élagée doni les éléments soni les élèmenis de. 
Àn e( c(e Ap. C. a. d. que Von a 



Ah Ap — 



a, a, 



Oja, 



a, 



ai 



a 



4M-I 



«p+« 



En effet si Fon a 



on a éyidemment 



2/=T : «» 



o^ = iOL] p)(T : 8); 



car le premier membre signiiie qu une valeur de x doit étre multipliée par une 
valeur de i/; le premier membre a donc pour valeur Fune des quantités 



«T 



aS ^Y ^S , 



e. a. d. que 



ajj/ = aY ; aS : Py : P8 ; 



mais le second membre veut dire qu'un nombre de la première parenthèse doit 
étre multiplié par un nombre de la seconde, ce qui donne 



donc 



«Y ou aS ou Py ou pS ; 



a>!/ = (ai P)(Y : 8). 



Geci est éyidemment general. 
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Mais alors les formules 



^=h;("»' h;)G»'= ^)--*-(°- •• ^) 



^p=^(«»= i)("**:- £) (v. 



«/H-l^ 



doiinent 



le second raembre est le développement de la fraction étagée 



a, a, 



a, a, 



a, 



• <Vn 



«|H-« 



C. Q. F. D. 



Théorème XUL ^Lùrsque deux des élémenis 



0, a^ 



a, 



fi+f 



de la fraction élagée A„ sont é^aux, la fraction perd 2*"» vateurs parmi ses va- 
lenrs distinctes. 

En effet supposons que a„ et a^i^, soient les deux éléments qui doivent ótre 
égaux et on peut supposer que ce sont les deux derniers puisque Tordre des élé- 
ments (excepté les deux preniiers a^ , a,) est indiiTérent. 

La formule 

peut s*écrire 






TOL. xy. 



40 
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Si o« = a,i4.| la dernièrc parenthèse devient 



« * • — • 1 : 1 
• • a * • • 



Il résulte de notre écriture conventionnelle 



ac = a i p 1 7 i 

que si certains des noinbrcs a p 7 . . . deviennent égaux p = a par exeraple on 
peut écrirc simplement 



a; = a : y ; 



d'après cela la dernière parenthèse se réSuit à 



«•*^ò=' '' 



et r on a 



*.=[=;('^a)-('-- = i)l^[°^(-^l;)- (^--i)]- 



Or le premier crochet e' est 



et Tautre e' est 



Le premier a n éléments 





a, a. 



«n-l (^n 



)( 315 )( 
le second (n— 1) 

le premier d' après le Théorème VII a 2*~« valeurs distinctes, le second 2*"3 ; 
totalement 

valeurs distinctes au lieu de 

2*-* = 4 -2»-». 

Il s'est donc perdu 2*"* valeuro distinctes. 

Théorème XIV. — lorsgwe deux des éléments 

de la fraciion étagée k^ soni inverses tun de V anitre le nombre des valeurs dt- 
slincies est diminué de 2*"'. 
En effet dans le produit 



(a. : £) (a«., : ^) 



deux des quatre valeurs 

1 



<^n<ifi^i 



®«^IM-1 



deviennent égales à 1 , et la démonstration se prosuit comme celle du théorème 
précédent. 

Théorème XV. — Lorsque 3 des éléments 

sml égàux le nombre des valeurs distónctós de k^ est diminué de 2*^*. 
En effet on a 

1 1 1 

= «*:-%:«: - : « : - 
a* a a 

1 1 

= «» : T • « I - . 
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d'après cela si 



^fi-i — ^» — ^«+1 9 



on aura 






ou 



A,= 



; o. 


* 


, «1 1 


«t 


Ol ; 


■ 
• 
• 


• 
• 


• 
• 
• 


0-.» 


On-i 



la première fraction étagée a 2*^*' valeurs distinctes ; la seconde pareillement ; donc 



2»-» + 2«-» = 2r^ 



yaleurs distinctes au lieu de 



2«-«=r2»-*.2. 



Il y a donc eu 2*""* valeurs perdues. 

Il cs£ facile de ginéraMser ce ihéorème. Il faut remarquer en elTet que si on 
considère le produit 



(.;i)(.a)...(.,i). 



sMl y a un nombre (2p + l) de facteurs ce produit est 

11 1 

* • ofii^^ • * • a^ìP-i • • a ' 

et s*il y a un nombre pair de facteurs 

1 1 1 

• dtp • * • a^P't . • • • . ^ "a* 

Il suilit, comme toujours de supporer la loi vraie pour un certain nombre de fac- 
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teurs et en multipliant par 



^.1 



on vérifle que la loi se inainticnt. Si dono on suppose que (?p+l) éléments panni 



a^a^ 



deviennent egaux à a 



^iH-i — ^11 — ^H-l 



la fraction étagde prend la forme 



. a 



n-i-i 



<*»-(lp-f ) = « > 



A.= 



Ol 


• 
• 
• 


a* 


0» 


<h 


• 
• 
• 


m 

m 
m 


atp*i 


1 


a»P-i 



• • • 




chacune de ces fractions étagée renferme 



(n - 2p -♦- 1) 



éléments ; et foumit (Th. VII) 



2«-tp 



-1 



valeurs distinctes. Mais il y a (p + 1) de ces fractions; donc le nombre des valeurs 
distinctes est 



(p + l)2*-«'^-% 



au lieu de 



2«-i - 2«-«p-« . 2*''. 



Il s'est donc perdu 



2ii-fP-f(2tP-p_i) 



valeurs ; donc 

Théorème XVI. — Lorsque (2p + 1) parmi les éléments a, a4 . • . a,»^, d'tme 
fractUm étagée deviennent egmix il se perd 



2»-tP-i (2«P - p - 1) 



valeurs distinctes. 
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Si nous supposons maintenant que les facteurs du produit 



(•i,%^D----(«^D 



soient en nombre 2p, ce produit prend la forme 



1 1 



• QtP • 



a 



2P-« 



• • • 



• : «* i A H . 



et Ton a 



A.= 



' ". 


1 

• 
• 
• 


«1 


■ a» 


ffl» 


• 

V 

• 
• 




a»" 


atP-t 



• • • • • 



• • 




a. 



o, 1 



a 



«-«p+1 



cbacune des fractions étagées qui constituent le second membre de cette égalité 
excepté la dernière renferme 



(n - 2p + 2) 



éléjuents ; et foumit 



2«-ip 



valeurs distinctes. 

Il y a p de ces fractions. Ce qui donne donc 

auxquelles il faut ajouter les valeurs fournies par la dernière fraction laquelle ayant 



(n - 2p H- 1) 



éléments, fournira 



2»*~v-f 



valeurs distinctes ; e. a. d. tòtalement 



p2«-*p + 2«-»-« = 2''-«'-* (ìp + 1) 



au lien de 



2*-« = 2"'*P"* • 2**^ 
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Il y a donc eu 



valeurs perdues; donc 
Théorème XYII 



2n-tf-l (2»P - 2p - 1) 



Lorsque dans une fraclion élagée 2p des éléments 



«sai 



a 



A+f 



deviennenl egaux il se perd 



2«-ip-i(22P-2p-l) 



valeurs disUncles. 

Théorème XVIII. ^-^es valeurs d'une fraclion élagée soni données par la 
formule 



a, 



a. 



(1) 



A« = 



"^n 



a 



fl+1 



a. 



2 3 * * * ^< 



ft+l 



(l4-a3*)(l-ha,*)...(l4-a^^,«) 



à la condition de remplacer les signes + du resultai produit par la muliiplica- 
iion par le signe • qui veut dire : ou 

En effet toute valeur d'une fraction étagée k^ est (Théorème II) de la forme 



avec la condition 



2l ? 

«2 "P 



aiQ = a^a^ a 



n-fl' 



En roultipliant haut et bas les deux termes de la fraction ^ par a on obtient 



a, a* 



O'o a^Q^ , , • ^fi+i 



Les numérateurs de toutes ces fractions seront donc Y un des nombres de la suite 



1 a 



3 

3 

4 



(a» aO* (a^a^. . . o^,)« 



a^ 



(2) 



a 



IH-I 



(«Il a«-f.f )* 
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abstraction faite du facteur commiin a,. Or le produit 

(l-fa,«)(l+a,«) (l + a«^,«) 

donne sans exception et sans répétition tous les nombres de la suite (2); si donc 
on effectue les calcuis indìqués par la formule (1) et si on remplace le signe -Y par 
le signe .' , on aura toutes les valeurs de A^. 

C. Q. F. D. 
Théorème XIX. — La fraclion étagée 



ai 



a. 



A.= 



a, 



fi+i 



admet seulement n valeurs indépendantes deaqueUes dépendent les 2*~* - n ra- 
leurs restantes. 
Posons en eflét 



?,- p 

Ti p 


• 1» 

«3* 




<Wt*. 



où P désigne pour abréger le produit 



a,Oj 



a 



n+1 ' 



a< 



et où en general fj^ désigne -^ CLk+ì^] ces n valeurs ?i ?2 ••• fu sont des valeurs 

de Ah ; tonte autre valeur de A^ sera, nous venons de le remarquer dans le théo- 
rème précédent, de la forme 



mais 
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OD a donc 



f-(«xap..-)* = ?.%^.%^... 



9i 9 



1 



DoDC toute yaleur de A„ est une fonctìon des valeurs 9i ?$ . . . ?« qu on peut 
appeler les valeurs simples de la fraction étagée A«. Il faut d'ailleurs remarquer 

que ces valeurs simples soni indépendanles e. a. d. quc si — ,03,04,. -^a^,., sont 
n nombres arbitraires les valeurs correspondantes 



9i ? 9t » > 9» 

sont elles mèmes arbitraires. En effet 9, est arbitraire et les quantités 9i 9i . . . 9,1 
ctant égales à ^i multiplié successivement par les arbitraires a,* . . . a^^^* sont 
elles mémes arbitraires. Il y a donc dans A^ n valeurs indépendantes et 2""' - n 
valeurs dépendant de celles-ci. 

Théorème XX. -Les valeurs de la fraclion élagée A^ soni données par la 
formule 

*.-„(. + i;)0.^;) (. + '-) 

ea convenanl de remplacer parloul le signe f par le signe • . 

En effet nous vcnons de voir que tòute valcur de A„ prenait la forme 

9x-, 9p-i 
9i 9i 



• •• • • 



Or la formule précédente donne toutes ces expressions et aussi les valeurs simples 
9i ?2 • • ' 9ii 1^^ un^s ^^ l^s autres sans exception ni répétition. 

Théorème XXI. - On peiU Irouver loules les valeurs d'une fraclion élagée 
en séparanl par un Irail horizonlal de longueur (n-f 1) deux fracUons élagées 
celle du numéraleur esl formée des elementi a, a, el d'un cer(ain nombre des éU- 
menls a, , a^ . . . , a,|^| ; le dinominaleur esl forme des élénieiils 1 , 1 c( des élè- 
menis sl^a^ . . . a^^, qui n'onl pas riè cmployés au numéraleur. 
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e. a. d. que l'on a 
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(1) 




n-H 



O, 



1 ' 



a, 



«n+« 



a. 



(I, 



a. 



1 



di 



I ^'«4-1 



ai 



fl. 



<ì. 



1 
1 



fl( 



a 



fi-i-i 



! «. 



a 



I ! 



I 



o, 



t-*-« I 



En elTet toute valeur de k^ est de la forme 



avec la condition 



et on a 



a, a 



ag = a, a^ ...... o 



fi 4-1 



a, a 






1 

a 



or ^ est une des valeurs de la fraction étagée 




fi+i 



et réciproquement toute valeur de cette fraction étagée est de la forme ^-avec 
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la condition 



a? = a, a^ a^^.. ; 



la première des égalités (I) est donc demontrée. Ou trouve la seconde en remar 
quant que toute valeur de À^ est de la forine 



iu ^' • Oa a, p' 



avec la condition 



a'P' = a^tt3 tt„+, 



Ces valeurs peuvent s'écrire 



^'l«3 



a, 



«1 


• 


OjOj 


a' 


« 


a' 


P' 


r 



Mais si Fon considère le rapport 



a, 



Qi 



a, 



ì 



a. 



a 



IH-I 



B 



avec la condition que AB a la longueur (n + 1), les autres barres ayant tout au 
plus la longueur n, AB séparé en deux régions et le numérateur étant 



o, 


a, a, . ai 
a, • ttj aj 


Ot 





a 



on en conclut 
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fll 






n» 


- 




flj 






1 i 




1 





a. 



a 



«• a 



n+ì 




a> 



«1«S 



Oj 



fl4-1 



*n+i 



09 

et corame 57 est F une quelconque des Yaleurs du dénominateur , la seconde éga- 

P 

lite est établie. 

Théorème XXII. — Une fr action élagée est égale au produU de deux frac- 
tiom élagees formées ; la première par Ics éléments a, a^ et un cerlain nombre 
des èlémenls aja^ . . . a„+, Catare par les élémenls ì ,ì et ceux des éUmeiUs 
a, a^ . . . a^j^., qui n'onl pos élé pris daiis la première fraciion 



A. = 



! a, 1 

^ 1 




1 




1 




(ti 




«1 




1 


a. 


X 


1 


* 
• • • "^ 


Ot 


X 


1 «8 


= 


a. 
a» 


X 


a-i 


= 


0* 


«4 


• 
• 
• 


1 

• 

• 

• 


• 
• 

• 


• 
• 
• 






a. 




0|i+« 


On^-i 


0*+l 







1 I 



'flM-f 



La démoustration est identique à la précédente ; on peut d* ailleurs déduire le 
théorème immédiatement du Théorème XII qui fait connaltre le produit de deux 
fractions étagées. 

Théorème XXIII. — On peut loujours mettre une quelconque des voleiirs de 
la fraciion élagée 80U8 la forme 

A 

A' 

A et 1' élant deux délerminants le premier renfermanl a, et un cericUn nombre 
des élémenls 



a» a* 



^»+i 
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le secotid renfermanl a^ et ks éléments 



a, a* 



5 = 



1 



*»4-l 



qui n'ont pas élé pris dans A. 

Il est facile de demontrer que l'on a 



1 1 1 1 

(a+1) I 1 . . 1 

1 (6+1) 1 1 



1 (c+1) I 



1 
1 
1 
1 



1 



1 1 (l+l) 1 



=:± A6C >•• { , 



les quantités a ,b , . . . l étant supposées en nombre n il est bien entendu que 
Ton prend n + 1 unités pour former la première ligne horizontale. Je supposerai 
la loi yraie pour (n — 1) nombres et j'admets que 



1 1 1 1 1 

i (6+1) 1 1 1 



1 (l+l) 1 



e; ± 6*C* ... {. 



Eri retranohant la seconde tranche horizontale de la première on a 



5 = 



— o 











1 



1 







(o+l) I I 1 



1 



1 



(6+1) 1 1 



= — o 



l (t+l) 1 



1 



1 



(6-1-1) 1 l 



• • • . • 



1 



! (i+1) 1 



donc 



6 — q;: abc I. 
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D*aiUeurs le principe est Trai pour 



1 1 

0+1 1 



= - a 



doiic le principe est general. 

Ceci pose ; tonte valeur de A„ est de la forme 

g, g 
et comme a , ^ renferuient les facteurs a, . . . a^^, avec la condition 

«M «3 «♦ ««-HI 



le théorème se trouve démontré. 

Théorème XIUN.-^ La valeur simple 



9a-i 



a, i\fi 



2 3 * * * a, 



ft+i 



8*oblienl eii écrivanl les élémeiUs daiis leur ordre nalurel 



a| Hj a3 



*^i+i 



el les séparani par des traits horizonlaux inégavx el placés (quand on descend 
dans la fraclion élagée) dans V ordre de grandeur : 



l,2,...,k-3 , n,n-l , k,k + l, 



(n-2) 



£n elTet la barre de longueur n séparé les éléments en deux groupes le pre- 
mier ou numérateur est forme des éléments 



«i^t 



^k-t 



séparés par des barres de grandeur constamment croissantes quand on descend 
dans la fraction jusqu* à la barre de longueur n ; le tliéorème III indique que la 
Taleur de ce numérateur e^t : 



a, 



^t «3 • • • «ft-t 
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D'autre part le dénominateur e. a. d. ce qui est écrìt en dessous de la barre 
de longueur n comprend les élémeuts 



fh-ì tt/t « 



n+\' 



La première barre de ce dénominateur a la longueur (n-1), puis viennent des bar- 
res de longueurs inférieureà mais de grandeurs constamment croissantes quand on 
descend dans la fraction étagée ; d'après le théorème IV la valeur de cette fra- 
ction est : 

La fraction étagée considérée aura donc pour valeur 



On pourrait se proposer le problème plus general qui consisterait à prendre 
une valeur non siinple de la fraction étagée et à donner aux barres horizontales 
des longueurs telles que Ton reproduise la valeur donnée. Soit 

o - li' * 

Cette valeur, en prenant un des éléinents de a, a^ et un élément de f, o/j 
on aura 

a, a^3^ 



ou 



g, a' 
9 = 7 



i; B 

En donnant h la barre AB la longueur n. le numérateur peut s'écrire 

a, 
C Oj D 

a' 
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en donnant i la barre CD la longueur (n— 1); quant aux quantités 

— et ^ 

a a* 

Ics théorèmes III et IV apprennent à les former. 

Le problème est donc résolu. On voit de plus qu*il est ìndéterminé et e' est 
pour cela que nous avons trouvé que les Taleurs apparentes en nombre I-2-...-h 
se réduisaient à 

Mais sì Fon éxige que les éléments se suivent dans l'ordre 



0| 0] 03 ^ 



«-»-i 



alors le problème dcTient déterminé et sa solution n^oflre d*ailleurs aucune difli* 
culté si Fon se sert des théorèmes III et IV. 
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SULLE CURYE RAZIONALI 

PER LE QUALI SI POSSONO ASSEGNARE ARBITRARIAMENTE I PUNTI MULTIPLI 



PER 



E. BERTI NI 



Le cose che seguono sono semplici osser?azioni fatte in alcune ricerche sulle 
trasformazioni involutorie. 

1 . Indichiamo con L una cur?a razionale che goda della proprietà che si 
possano assegnare arbitrariamente le posizioni di tulii i suoi punti multipli : onde 
le condizioni espresse da questi punti multipli e da un certo numero (anche nullo) 
di punti semplici indiTÌduino la curra. Se dicansi 1 , 2 . . . h i punti multipli e sem- 
plici che individuano L; a^o,, . . . aj^ le loro moltiplicità ed r r ordine di L, è 
chiaro che per questa curva sussisteranno le due relazioni 

(r-l)(r-2) = l,a,(a,~l) 

« 



1 



da cui seguono le altre 



(1) è,a<*= r« + l 



(2) 2, «^ = 3r - 1 



Supponiamo ordinati i punti 1 , 2 • . . /i in guisa che sia 

0Li>a^>_a^> > «* • 
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dico che si ha 

a, + «t + ttj > r. 

Infatti, nelle (l), (2) trasportando tutti i termini nel 2* membro, moltiplicando 
la (2) per a^ e sottraendo la (1) dalla (2), si ha 

(3) li («i - a,) a< - r« + 3r a, - (1 + a,) == : 

onde, se fosse 

osservando che si ha 

fc* + 2fe(a| + «t 4- àj) - 3a3 k>^0 
ne seguirebbe 

2< (a< - a,) a< + 2a,* - 2a, «^ - (l + a,) > 

« - 

la quale manifestamente non può essere soddisfatta. Adunque : - Una curva razio- 
nale L ha la somma delle moliipliciià dei Ire punii mulUpli d'ordine più elevalo 
maggiore del suo ordine. 

2. Segue, prendendo i punti I, 2, 3 per punti fondamentali di una trasfor- 
mazione quadratica, che : - Una curva L è riducibile per trasformazioni quadra- 
tiche a curve L d'ordine minore: in particolare è riducibile ad una retta. 

Reciprocamente: — Se una curva razionale è riducibile per trasformazioni 
quadratiche ad una retta^ essa è necessariamente una curva L. 

. Infatti basta osservare che , se per una curva razionale sono soddisfatte le 
(1) , (2) , queste medesime equazioni sono pure soddisfatte , come è facile veri- 
ficare, per ogni curva razionale nascente dalla precedente per una trasformazione 
quadratica. 

Il teorema dimostrato racchiude come casi particolari i teoremi noti (•) : 

Un fascio di curve razionali è riducibile per trasformazioni quadratiche ad 
un fascio di rette. 



(•) Cfr. Lindemann — Vorlesungen Uber Geometrie von Alfred Glebsch, t.* 1, 
pag. 488-89. 

Noether — Uber Fldchen velche schaaren rationaler curven besitsen, Mathem. An- 
nalen, t.° 3 , pag. 165. 
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Una relè omaloidica di cw?'vc razionali é riduciMle per trasformazioni qua- 
dratiche alla rete delle rette di un piano. 

Lo stesso teorema sussiste anche se i punti 1,2,3 si accostino indefinitamente 
in direzioni diverse (onde la trasformazione quadratica col triangolo 12 3 non può 
effettuarsi); giacché si dimostra allora, con un procedimento dovuto a Noethcr (*) 
che esistono due punti infinitamente vicini ad 1 sopra uno stesso ramo di curva 
tali che la somma delle moltiplicità dei tre punti è maggiore di r : e però ecc. 
3. Esaminiamo il caso in cui si abbia 

a, + a2 + aj = r + l , r>l. 
La (3) diventa 

h 
1 V7 



da cui, ponendo 



Oj = «3 + 3 



si ha 



1 * 

^2/a<-a3)«f + «»(*- e- 8) + 8(2 -«3-0) + 6(1-8)-! = 







la quale evidentemente non è vera, se abbiasi 8 > 1 , qualsiasi s. Dovrà adunque 
essere S = 0, cioè «s = a, , e allora si ha, dalla precedente ; 

h 

4 



(•) Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransformationen (Math. Ann. tom. V pag. 634). 
Invece «leir ultima relaziono (a pag. 639) si trova nel caso nostro la seguente 

>^^2i-n)+i(n-j-g+!^+l 

che è manifestamente falsa, ecc. 
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Discutiamo i seguenti tre casi possibili : 

e>l , e = l , s = 0. 

4. Se e > 1, perchè la (4) possa essere soddisfatta, deve necessariamente es- 
sere a, = 1 e si ha per conseguenza la soluzione (r qualunque) 

(5) «1 = r - 1 , Oj = «3 = = «A = 1 , h = 2r. 

5. Se e = 1 la (4) sussiste soltanto quando si abbia a^ = aj , a, = Sj . . . : 
allora si ottiene 

a, = a + 1 , Oj = a, = = a^ = a. 

Per tali valori le (1), (2) diventano 

(a+l)«-h(/i-l)a* = r« +1 
(a + l) 4- (h-l)a =3r-l, 

da cui, eliminando h — 1 , si trova 

per la quale la seconda delle precedenti relazioni dà 

a 

Adunque deve essere a= I, ovvero a = 2. Nel caso di £ = 1 si hanno quindi 
le soluzioni 

(6) r = 3 , a, = 2 , aj = a, = . . . = a, = 1 
(1) r = 6,oe, = 3,fl4 = a3=...=ag = 2. 

6. Avanti di discutere il 3^ caso nel quale si ha s := 0, è utile che notiamo le 
soluzioni che si presentano quando 

a, = dj = . . . = aft_, = a e a^ = p, 

essendo a , ^ arbitrarti. Dalle (1) (3) si ha 
{\)' a«(h-l) + p» = r» +1 

(?)' a (h-D + p =3r-l 
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donde , essendo r = 3a — 1 , 

p(a-p) = 2(a-l). 
Poniamo 

a=p+p=l +P+T 

e avremo 

p(t-l) = 2T, 

la quale, per essere t e t — 1 primi fra loro, dà le sole soluzioni 

T=0 p=0 

t=2 p=4 

T = 3 p = 3. 

La prima dàa:=l,^ = l:e quindi si ottiene una conica. La seconda, per le 
(1)', (2)', conduce ad una curva per la quale 

(8) r = 20 , h = 9 , a = 1 , p = 3. 

La terza 6 da respingere, perchè introdotta nella (2)' darebbe un valore fra- 
zionario di /i. 

1. Ciò premesso, se e = 0, cioè si ha 

«1 = Oj = ttj = a , 

]a (4) diventa 

(9) |,(ai-a3)a, + 2(a3~l) = 0. 

Pongasi nuovamente 

a3 = a^ + €, = a5-f e, + S| 

«4 = «3 + 6|. 

Ne risulterà 

Ì(a. - «s) oii - 2(e, - l)(a, - 1) - 3,(e| + a, - ^^) = 
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Escludendo ol^^q, che rientra nel caso studiato nel n. 6 (giacché sarà al- 
lora a^ = . . . = Ay^ = 0) , la precedente non può essere soddisfatta per 6| > 1 , 
tranne se si abbia a3 = 1 e S, =r 0. Si ha quindi la soluzione 

Se 6,=1 , deve essere «5=1 , ovvero 5,-0. Nel primo caso è a^=a,=...=a4=0 
(altrimenti essendo a, > a^ , ne risulterebbe («« - aj)ae < ...) e si ottiene quindi 
la soluziope 

«i = o^ = «3 = * , a^ = a — 1 , a5 = l. 
Nel secondo caso (e, = 1 , 8, = 0) si ha un' altra soluzione : 

ot| = OC} = 0^.3 = (X , flc^ = flCj = oc — 1 . 

Se 6) = risulta a, = o^ = a^ = a^ = a e però dalla (9) sì deduce 

4 

1 («i - a^) a^ + 2 (a^ - 1 ) = 
5 

che, essendo della stessa forma della (9), conduce a conseguenze analoghe alle pre- 
cedenti, sostituendo 

oc, , a, , a^ ad oc, , oc, , oc,. 
Adunque, se s = 0, oltre i casi del n® 6, si hanno le soluzioni (t^3 , < fc— 1) 

flC| = oc, = . . . = a^ = oc , a^^_| = a^^, = . . . = a^ = 1 
(10) { ne, = oc, = . . . = afc_, = a , a^., = a - 1 , a^ = 1 
a, = a, = . . . = a;^_, = a , a^^, = a^^ = a - 1 

La prima soluzione delle (10), introdotta nelle (1), (2), dà 

(a* + 8 = r* + 1 
ia 4- s = 3r - 1 

ponendo h — i = s. Se ne trae , per essere 3a - 1 = r , 

s = 2: 



e quindi 



a 
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Si hanno adunque per a i valori 1,2,3,6: e corrispondentemente le quattro 
soluzioni 

r=2 , a, = a,= ...=a5 = l , 

r == 5 , a, = a, = . . . = «e = 2 , a, --= Og = 1 

f= 8 , a| = o[2=:.*.=af = 3 , ^ = ^9=1 

r = n , a, = Oj = . . . = Og = G , a, = a,o = 1 

La seconda soluzione delle (10), applicando la (2) e la 3a - 1 = r, dà 

/i = 10-*. 
a 

Il valore 1 di a non è accettabile perchè deve essere a^^., >aj^^ : il valore 2 
ci riconduce alla seconda soluzione delle (11) e il valore 4 fornisce la soluzione 

(12) r=ll , a, = 0^ = ... = a, = 4 , a» = 3 , a^ = l. 

Infine la terza soluzione delle (IO) applicando ancora la (2) e la 3a — 1 = ?•, 
conduce al valore 

a 

Ma la soluzione a = 1 ò da respingere e l' altra a ^ 2 porta nuovamente alla 
seconda soluzione delle (11). 

8. Concludiamo adunque che le sole soluzioni possibili sono le (5) (6) (7) (8) 
(11) (12); cioè: 

Una curva L c/ie goda delta proprielà di avere la somma delle moliiplicUà 
piU elevate eguale aW ordine accresciuto di 1, è necessariamente urì,a delle seguenti 
{oltre la retta): 

1 . Una curva di 5® ordine con sei punti doppi ; 

2. Una curva di 6® ordine con un punto triplo e sette punii doppi ; 

3. Una curva di 8° ordine con sette punXi tripli ; 

4. Una curva delVW^ ordine con sette punti quadrupli e un punto triplo ; 

5. Una curva del ÌV ordine con otto punti sestupli ; 

6. Una curva del 20® ordine con otto punti seltupli e un punto triplo ; 
1. Una curva di ordine r (r > 1) con un punto (r - !)?»<>. 

Con trasformazioni quadratiche è facile dimostrare T effettiva esistenza di queste 
cune (cfr. n® 2). 

Pisa, Giugno 1811. 
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PRL DOTTOR 



ANTONIO DE ZOLT 



Le notazioni usate nel presente studio sono quelle di Lobatscliewsky sal- 
Yochè alle equazioni trigonometriche abbiamo dato quella forma generale che il 
M obi US ottenne per le equazioni della trigonometria rettilinea Euclidea e per quelle 
della sferica. 

n lavoro è diviso in tre parti. La prima è un saggio di applicazione immediata 
delle equazioni pangeometriche alla dimostrazione di alcuni teoremi elementari ; nella 
seconda sono esposti i principii della Pangeometria analitica a due coordinate; la 
terza tratta di alcune costruzioni piane. 

L 

Se i punti A, B, C sono sulla stessa retta indicheremo colla formula [A, B, f | 
il rapporto cotgn(AC) : cotgn(BC); e se le rette a, b, e di un piano concorrano 
nello stesso punto indicheremo con (a, b, e) il rapporto sen ac : sen bc. 

1 . Consideriamo un fascio piano, il cui centro sia S , ed una trasversale s 
che seghi le rette a, b, e del fascio nei punti A, B, C. 

Fissando ad arbitrio la direzione positiva di ciascuna retta ed il senso posi- 
tivo del piano, si ha 

(1) [A. B. C] = (a, 6, e) g^ . 

Infatti essendo AC, CS, SA segmenti delle rette s, e, a si ha 

cotgn(AC) : cotg n (SA) = sen ca : sen se. 

Similmente 

cotgn(BO) : cotg n|(SB) - sen cb : sen se. 
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D<i queste proporzioni si ha 

fA T> ni / 1. X cotgn(SA) 
[A. B, = (a, 6, e) --^j . 

Ma dal triangolo SAB abbiamo 

cotgri(SA) : cotgn(SB) = sen 5s : sen as 

quindi è dimostrata la (1). 

Se d sia una quarta retta del fascio che seghi la s in D, si ha 

[A, B, D] = (a, ft, d) 5^ 

quindi 

[A, B, C] : [A, B, D] = (a, 6, e) : (o, 6, d). 

Da questa proporzione deriya la projettiTità nella pangeometria. Ci limitiamo 
a dedurne che il doppio-rapporto [A, B, C] : [A, B, D] ha il valore 1 solo allora 
che d coincide con e e quindi D con C. 

2. Sulla 8 si succedano i punti A, B, C (in quest* ordine) ed il punto C si 
allontani indefinitamente da B; troviamo il limite verso cui tende il rapporto [A,B,C1. 

Condotta per B la retta 6 perpendicolare alla s e preso su di essa un punto 
qualunque S congiungiamolo con A e con C mediante le rette 0^0. 

Dalla (1) eliminando ac per mezzo dell* equazione ab + bc + ca = si avrà 

ri t. n, r * I cotgn(SA) . . senfcs 

[A, B, C = senaò cotgbc J^ ^. -^ + coscio 

^ ^ cotgn(SB) sen as 

ma dal triangolo SAB si ha pure 

sen ab cotgn(SA) = senbs cotgn(AB) , 

1 , sen Ò8 

= cos ha 



senn(AB) senos 

Quindi 

[A, B, C] = sen bs cotgn(AB) -^^?&7 + * 



cotgn(SB) senn(AB) 
E stabilendo le direzioni positive delle rette s, 6, e in modo che AB , SB , SC 
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ne siano segmenti positivi e descrivendo gli angoli con tale rotazione che dia 
sen 6s = 1 , si ha 

,A. B. C, = co«n(*B, ^l . J^ . 

Ruoti ora la e intomo ad S in modo che C si allontani da B e cessi la rota- 
zione quando e è parallela ad AB ; si avrà 

lim [A, B, C] =-. cotgn (AB) + ^^^jfjpy = cotg | n(AB). 

Se il punto C fosse preso sul prolungamento di BA e si muovesse nella dire- 
zione BA, ritenuto ancora AB segmento positivo, si avrebbe 

lim [B, A, C] = cotg| n(- BA) = cotg ^n (AB) , 
e quindi in questo caso 

lim (A, B, C] = cotg^ n(- AB), 

Riassumendo, se AB sia segmento positivo, si ha 

(2) lim (A, B, C] = cotg | n(± AB) 

dove vale il segno + od il segno — secondochè C percorre la direzione AB o BA, 
ossia secondochè T ultima posizione della e è parallela ad AB od a BA. 

Oss. Si può ottenere molto speditamente lo stesso risultato eliminando in [A,B,C] 
il segmento AG per mezzo delle equazioni 

Ar. Au . un X «/ . N cosn(aB)-f cosn(i/) 

AC = AB + BC e cotgn(a; + y) = ^-r\ 777^ . 

*^ ^ ^ senn(a5)senn(i/) 



Si ottiene dapprima 



[A, B. CJ = ^*?ili«i + 



cosn(BC) sen n (AB) 



e poi, supponendo che BC aumenti indefinitamente, 
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giacché ]imcosn(BC)=:±l secondochè BC [ritenuto AB positivo] ha la stessa dire- 
zione di AB direzione opposta. [Lobatschewsky, GeomeL Unlersuchungen, § 36], 
3. Se BC, CA, AB sono segmenti delle rette a, 6, e le quali siano segate da 
una trasversale p nei punti A, , B, , C| si ha 

(3) [B,C,A,][C,A,B,][A,B,C,] = 1. 

Indicando con a, ^, y le rette AA, , BB, , CC« , abbiamo (1) 

[B, e, A,] = (e, 6, a) 



[C, A, B,] = (a, e, p) 



sen ac 

senftc 
senba 



[A,B,C.] = (6,a,T)^^j^ 

da cui 

[B, C, AJ[C, A, B,]IA, B, C,] = - (e, 6, a) (a, e, ^)(6, a, t). 



Ma si ha pure 



(e, 6. «) = IC..B..A.]^ 



/ rj\ rA rt o iSen ptt 

(a, e, P) = [A„C„B,]^-^ 

sen pò 



(6,a,T)-(Bi,A„C,) 



sen pa 



da cui 



(e, 6, a) (a, e, P) (6, a, y) = - 1 e, d. d. 



4. La p seghi due delle rette a, b, e e sia parallela alla terza, p. e. seghi 
le due a, 6 nei punti A, , B^ e sia parallela alla e (ad una direzione di essa). Sta- 
bilendo la direzione positiva della e in modo che AB sia segmento positivo, si avrà : 

(4) [B, C, A,] te, A, B J cotg | n(± AB) = 1 

valendo il segno + od il segno - secondochè la p è parallela ad AB od a BA. 
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Infatti sia p parallela ad AB ; in tal caso il prolungamento di AB ed uno dei 
punti A, , B, giaceranno da bande opposte della retta su cui giace V altro punto ; 
giacciano p. e. B, ed il prolungamento di AB da bande opposte della a. Tiriamo 
per B, una retta {$) che seghi il prolungamento di AB in un punto C^ , essa se- 
gherà la a in un punto Aj e però si avrà (equaz. 3) 

[B,C,A,1[C.A,B,][A,B,C,1 = 1, 

Ruoti ora la s intorno a B, in modo da allontanare C^ da B e cessi la rota- 
zione quando s coincide con p. Essendo 

lim [B, C, A,] - [B, C, A,] e lim [A, B, C J = cotg ^ n(AB) , 



si avrà al limite : 



[B,C,A,][C,A,B,lcotgln(AB) = 1 



Se si suppone p parallela a BA si otterrà lo stesso risultato salvochè AB sarà 
preceduto dal segno — . 

5. Se BC , CA , AB sono segmenti delle rette a , b , e ed A| , B, , C, siano 
punti di queste rette, tali da soddisfare air equazione (3), detti punti saranno in 
linea retta. 

Notiamo primieramente che la (3) esige (avuto riguardo al segno dei segmenti) 
che uno solo o tutti tre i punti A, , B| , C| (dividano cslernamerUe i segmenti 
BC , CA , AB : e però due dei detti punti giaceranno da bande opposte della retta 
su cui giace il terzo punto. Giacciano ad e. A, , B^ da bande opposte della e; con- 
ducasi la retta A| B| che segherà la e in un punto C2 e però insieme alla (3) sus- 
sisterà l'equazione 

[B,C,A,][C,A,B,][A.B,C,]=1 

quindi C| coinciderà con C| ; e. d. d. 

Se la p seghi le due rette a,b nei punti A, , B, in modo che T equazione (4) 
sia soddisfatta, sarà (ritenuto AB segmento positivo) la p parallela ad AB od a BA 
secondochè il terzo fattore è 

1 1 

cotg5n(AJB) ovvero tg2n(AB). 

É chiaro anzitutto che le rette p , e non possono avere un punto comune C, 
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v distanza finita, poiché in tal caso sussistendo la (3) ed essendo cotg^n(-t AB) di- 

versa da [A , B , C,], la (4) non sarebbe vera come si è supposto. Ciò premesso, 

osserviamo che il prodotto [B,C,A,1 [C,A,B,] è positivo poiché il fattore cotg~n(±AB) 

é positivo ; e perciò 1 punti A, , B^ devono dividere i segmenti BC , CA o tutti due 
internamente o tutti due esternamente, nel quale ultimo caso dovranno inoltre es- 
sere situati da una stessa banda della e altrimenti avrebbe luogo 1* intersezione delle 

rette p , e già dimostrata impossibile. Sia ora il terzo fattore cotg^n(AB) ; da quanto 

si è osservato risulta che il prolungamento di AB ed uno dei punti A^ , B, saranno 
da bande opposte della retta su cui giace T altro punto. Siano p. e. il punto B^ ed 
il prolungamento di AB da bande opposte della a; per B| conduciamo la B| B/ pa-"* 
rallela ad AB, essa segherà la a in un punto A, e però insieme alla (4) (dove AB 
si è supposto preceduto dal segno +) avremo 

lB,C,A,]lC,A,BJcotg^n(AB) = l 

quindi A| deve coincidere con Aj; e. d. d. 

1 . Se le rette a , b , e lati del triangolo ABC , sono segate in A, , B, , C« 
dalle a , ^ , Y, passanti per A , B , C e formanti un fascio, si ha 

(5) (B,C,A,][C,A,BJ[A,B,CJ = -1. 

Infatti, le rette ^ , y, a, formando un fascio segato dalle a nei punti B , C , A, 
si ha 

[B.C,A,I = (?,T,<.)SS 



Similmente 



r« A « , / />N sen bd 

[C,A,B,] = (Y,a,p)^^j^ 



[A,B,C,]-(a.p,T)?55L^ 
^ " ^ ^ *^ sen ca 



Da queste equazioni, ottiensi la (5), poiché, detto S il punto in cui concorrono 
le rette a, g.Y, si ha (1) 

sengy senòa sen cg _ cotgn( SB) cotg n(SC) cotg n(S>A) _ . 
seno^ senÒY sénca " cotgn(SC) cotg n (SA) cotgn(SB) "" 
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8. L'equazione (5) si ha pure neir ipotesi che le rette a , p , y sieno parallele 
secondo una medesima direzione (formino un fascio col centro ali* infinito). 

Consideriamo la coppia di triangoli AÀ|B , AA^C ; (o una delle altre due coppie 
analoghe) ; essendo A,6 , BA , AA, segmenti delle rette a , e , a , delle quali le prime 
due sono segate in C , C4 dalia y parallela ad a , si ha 

[A, , B , C] [B , A , C,] cotg^ n(± AA,) = 1. 

Similmente dal triangolo AA,C, i cui lati a , 6 sono segati in B , B, dalla ^ pa- 
rallela alla stessa direzione della a cui è parallela la y , si deduce 

[A, , C , B] [C . A , B,l cotggnCi AA,) = 1. 

Dividendo quest'equazione per la precedente si ha 

[B , C , A,] [C , A , B,l [A , B , C,] = - t e. d. d. 

9. Se i punti A,,B,,C, dividano i segmenti BC,CA,AB in modo che l'equa- 
zione (5) sia soddisfatta, le rette a , p , y formeranno un fascio se due di esse si 
seghino, e saranno tutte tre parallele, secondo una stessa direzione, quando lo sieno 
due di esse. 

Supponiamo dapprima che due delle a , ^ , y si seghino p. e. le a , ^ che si 
seghino in S. Consideriamo il triangolo BB,C (oppure AA,C) ; essendo B,C, CB, BB, 
segmenti delle rette b ,a^^ segate dalla a nei punti A , A, , S si ha 

(6) IB,,C,A1[C,B,A,][B,B,,S]=1. 

Moltiplicando membro a membro T equazione (S) per la (6) si deduce 

IB,,A,C][A,B,CJ[B,B,,S] = l 

e però (5) i punti C , C, , S sono in linea retta, e. d. d. 

Sia ora la a (una delle direzioni della a) parallela alla ^, si avrà (4) 

(6') IB, , C , A] [C , B , A,] cotg | ii(± BB,) = 1 . 

Moltiplicando, membro a membro, la (S) per la (6) abbiamo 

• lB,,A,C][A,B,C.]cotg^ri(±BB,)=l 
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cioò la Y è parallela alla ^, ed alla stessa direzione della ^ cui è parallela le a ; 
quindi le tre rette a,p,Y formano un fascio col centro all'infinito. 

10. In particolare T equazione (5) è verificata se A, , B^ , C, sono i punti medi 
dei segmenti BC , CA , AB ; quindi le rette che congiungono i vertici di un triangolo 
coi punti di mezzo dei lati opposti concorrono nello stesso punto. 

L'equazione (S) è pure verificata se A, , B| , C| sono i punti di contatto di un 
cerchio colle rette a , b , e Ed invero, fatta astrazione dai segni si ha BA, = BC, , 
CB| = CA, , AC4=AB,. Quanto ai segni osserviamo che uno soltanto o tutti e tre 
i segmenti BO , CA , AB sono divisi internamente dai punti A, , B, , C,. Dunque : se 
A| , B, , C| sono i punti di contatto di lin cerchio coi lati a , 6 , e del triangolo ABC 
le rette AA, , BB, , CC^ formano un fascio. (Sui cerchi ex-inscritti del triangolo ABC, 
veggasi la parte III). 

L'equazione (5) è ancora soddisfatta se A|,B, ,Ci sono le proiezioni normali 
di A , B , C , sulle rette a^b ^c. 

Infatti dai triangoli ABA^ , ACA, si ha 

senn(BA O _ senn(AB) 
^^ senn(CA,) " senn(CA) ■ 

Inoltre dai triangoli ABA, , ACA, si hanno le equazioni 

cosn(BAi) = - cosca cosn(AB) 



cosn(CA,) = cosaft cos ii(CA) 



e da queste la 



(8) 



cosri(BA,)_ cosca cos n (AB) 
cosi)(CA,)"* cosab cosn(CA) 



Dividendo la (8) per la (7), si ottiene 

rn r A 1 - - ^^^^^ cotgn(A B) 
[u,i>,A,j- ^^^^^ cotgn(Cx\) 

ed essendo 

cotgn(AB) _ senaft 
cotgii(CA^ "" sen ca 

si ha 

tgaò 



[B, C, A,j = - 



tgca 
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- Similmente 

Quindi 

(B, C, A,l [C, A, B,] [A, B. C,] = - 1 , e. d. d. 

Le rette dunque che passano pei vertici di un triangolo e sono perpendicolari 
ai lati opposti o formano un fascio, col centro a distanza finita o all' infinito oppure 
non hanno alcun punto comune. 

11. Se le direzioni positive delle rette a, 6, e sieno cosi scelte che i segmenti 
BC, CA, AB abbiano il medesimo segno e si conducano le a, ^, y in modo che cia- 
scuna dimezzi il perimetro del triangolo ABC. si ha 

AB 4- BA, = B.A + AB 
ossia 

BA, = - AB,. 

Similmente è 

CB^ = -BC| , AC| = ~CA,. 

Perciò i punti A, , B, , C| soddisfano alla (S) e le rette a, ^, y formano un fascio. 
Osservazione. — Dal confronto delle equazioni fondamentaH della trigonometria 
piana colle corrispondenti equazioni della trigonometria sferica, gli autori della Pan- 
geometria {Geomel. Vniersxichungen^ § 37 ; veggasi inoltre la traduzione francese 
fatta da Houel della Scienza assoluta dello spazio di 6. Boi y ai) dedussero un im* 
portantissima legge di derivazione delle formule trigonometriche della sfera da quelle 
del piano e reciprocamente. In grazia di una tal legge da ogni equazione trigono- 
metrica relativa agli elementi di una figura piana si può dedurre T equazione che 
sussiste polla corrispondente figura sferica e recìprocamente, usando dell* equazione 
simbolica 

senn(MN)cosMN=:l 

dove con MN è indicato il segmento rettilineo della figura piana ed il corrispon- 
dente arco di cerchio massimo della figura sferica. 

E quanto alla geometria della sfera notiamo che, essendo la circonferenza di 
raggio rettilineo r espressa da 27i/ccotgn(7*), {k è la misura di quella retta che 
Lobatschewsky prese per unità) alla sfera della geometria Euclidea, che ha 
per raggio l'unità lineare devesi sostituire quella di raggio r tale che sia tgn(r)=^ 
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Dalla accennata equazione simbolica deduconsi le altre (posto i— \/^)- 

cos n(MN) = + i tgMN ; cotg n(MN) = =fc i senMN , ecc. 

che servono pel rapido passaggio da una superficie all'altra. 

12. Possiamo p. e. giovarci della indicata legge di derivazione per dimostrare 
che le rette a, p, y (degli articoli precedenti) formano un fascio se ciascuna divida 
a metà l'area del triangolo ABC. 

Scelte le direzioni positive delle rette a, 6, e in modo che BC , CA, AB siano 
segmenti positivi, gli angoli BAC, CBA, ACB del triangolo ABC sono supplementari 
degli angoli 6c, ca^ ab. Indicando con a, ò, e i valori dei segmenti BC, CA, AB. e 
con A, B, C i valori degli angoli opposti, e ponendo 

W = TT - (A + B + C) 
si avrà (L e g end re. Note X, Problème I) 

. cosiif -ai cosnf -fej senC 

tg ^ w = 



-cosiif^aì cosnf-6Ì cosC 
sen,jn = cotgnf-aj cotgn(^-6Ì sennf-cj senC 

Per mezzo di queste equazioni si dimostra che le rette AA, , BB, , CC| che di- 
vidono a metà il triangolo ABC (cioè in due triangoli aventi eguali somme d* angoli) 
rendono soddisfatta la (S) e quindi fornlano un fascio (Gudermann Ic/irbuc/i der 
nicderen Sphàrik 192). 

II. 

1. Sieno X, p due rette segantisi in 0, ed H un punto qualunque del loro pia- 
no. Proiettiamo normalmente M sulle rette ac, p ; sieno P, N le proiezioni ed y\l 
lo rette* proiettanti. Conduciamo ancora la retta OM che indicheremo con r; ed in- 
dichiamo i segmenti OP, PM, OM, ON colle stesse lettere che nominano le rette cui 
appartengono. 

Dai triangoli OPM, MNO si hanno le equazioni 

cosn(ac) = cos n(r) cosscr , 

cos n(])) =r cos n(r) cos rp. 
voL. XV. 44 
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Ed essendo rp = ccp — xr, si ha 

I cos ii(p) =-- cosajp cos n(x) + senacp senacr cos iì{r). 

Dal triangolo OPM si hanno ancora le equazioni 

sen acr cotg n(r) = scuoci/' cotg n(i/') , 

sen n(r) = senn(a5) seun(i/') , 
e da queste la 

II senxr cosn(r) = senacy' senn(a?) cosn(i/'). 
Eliminando fra le equazioni I e II il prodotto senxr cos n(r), si ha 

(1) senocp senflcj/' sen n(aj) cos ii(y') 4- cosxp cos n(ac) - cos n(p) - 

Per conduciamo un'altra retta qualunque y e proiettiamo anche su essa il 
punto M; sia Q la proiezione, x' la retta proiettante. Posto 0Q = 2/ ®^ operando 
come si è fatto precedentemente, si ha 

(2) sen ocy sen xy' sen n (aj) cos n(i/') + cos xy cos n(x) — cos n(y) = 0. 
Finalmente eliminando fra le equazioni (I) e (2) il prodotto sen art/' cos n(j/') si ha 

(3) senpy cos n{x) + senocp cos iì{y) + seti j/oc cos n(p) = 0. 

2. lliflettendo alle costruzioni ed ai risultati dell* art. precedente ossenianio 
che data una retta qualunque /, si potrà prendere ad arbitrio la oc, fissarvi a vo- 
lontà il punto e per condurre la p perpendicolare alla retta data. Ciò fatto, 
se M sia un punto qualunque della l e si proietti come fu accennato sulla x, l'equa- 
zione (1) sarà soddisfatta comunque si fissino le direzioni positive delle rette x,p,ì/i 
ed il senso positivo del piano. Recìprocamente, se un punto H, soddisfi alla (1) 
esso deve giacere sulla retta /, come 6 facile provare proiettando detto punto sulla p. 

Siccome il prodotto senocj/'cosn(i/') è positivo o negativo secondochè M è nei 
primi due quadranti (positivi) del piano o negli ultimi due si potrà ommettere il 
fattore senxj/' convenendo che V ordinata PM = i/' sia positiva o negativa secondo- 
chè M è nei primi due quadranti del piano o negli ultimi due. Con ciò ogni punto 
del piano xy è rappresentato da una coppia di valori di oc , j/', e reciprocamente 
ogni coppia di valori (reali) di oc , y' rappresenta un punto. 

La direzione positiva della p può restare indeterminata, ovvero a maggior cbia- 
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rezza si può fissarla in modo che ON = p sia segmento positivo; in tal caso il seg- 
meuto p e l'angolo a = a?p sono le coordinate polan della proiezione normale del 
punto (a3=.i/'^0) sulla data retta ; la quale sarebbe così rappresentata dall' equazione 

sen a sen ri(x) cos n(i/') + cos a cos n(x) - cos n(p) = 0. 

Agg» Sostituendo in quest'equazione ad — ptt-x » cotgn(a5) le loro espressioni 

sen 1 j \pC) 

n - Ti k "lì 



e +c e — e 



si ottiene 



X 



2cosiJ(i/') = a^4 6c"*, 



essendo 



cosn(2))-cosa , tosn(p) 4-cosa 

sena sena 

Sotto questa forma V equazione della rella fu ottenuta da Frischauf {Eie- 
mente der absoluten Geometrie art. 14) ricorrendo all'elemento lineare del piano 
e cercando la linea di minima lunghezza congiungente due punti dati. 

3. L'equazione (3) è una nuova forma dell'equazione della retta I, riferita a 
due assi qualsivogliano x, y mediante le coordinate oc, y(OP, OQ), ovvero cosn(x), 
cosn(y) de' suoi punti M. 

In questo sistema ogni punto del piano xy è considerato quale punto comune 
alle due rette (in coordinate del primo sistema) 

cos n(aB) = cost. 

(4) 

senxy senapi/' sen n(aj) cos u{y') + cosxy cos n(x) - cos n(t/) = 0. 

la prima essendo la y' perpendicolare ad x e la seconda la x' perpendicolare ad 
y. Ogni punto del piano xy è rappresentato da una coppia di valori delle coordi- 
nate X, y ovvero da una coppia di valori di cosn(a;), cosnCy). Ma perchè ad una 
data coppia di valori reali delle ce, y (o delle funzioni cosn(x), cos Ti{y)) corrisponda 
un punto reale, i dati valori devono adempiere ad una condizione che ora espri- 
meremo. 

Se sieno dati i valori delle coordinate x,y e si sostituiscano nelle equazioni (4), 
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avremo in esse le equazioni delle rette y' , x'. La seconda di dette equazioni dà il 
valore di cosn(2/'), e si ha cosi nel punto (ac,i/') il punto cercato. Ora condizione 
necessaria e sufficiente per la realità del punto (x,y^ è: cos*ii(t/')j<l ossia 

(5) cos*n(x) - 2 cosajy cosn(ac)cosn(3/) + cos*n(y) £ sen*xj/. 

Nella (S) è già implicita la condizione necessaria cui deve adempiere una 
data coppia di valori reali di cosn(x) , cosn(i/) perchè sieno reali le coordinate aj,j/. 
Infatti il primo membro della (5) è non minore di sen*ajj/cos*n(o(;) e di sen*an/cos*n(i/), 
come è facile riconoscere, e quindi se ne deduce cos*n(a;) <^1 e cos*n(i/) < l. 

Dopo di che possiamo conchiudere che il punto {x,y) ovvero [cosn(a;),cosn(t/)l 
è: reale a distanza finita, reale air infinito, oppure ideale secondochè 

(6) cos*n(x) - 2 cosoji/ cosn(x) cosii(2/) + co8*n(i/) = sen* ajy 

4. Nella (6), fatta astrazione dai segni di diseguaglianza, abbiamo T equazione 
che rappresenta il luogo dei punti ali* infinito del piano xy. Questo luogo deve con- 
siderarsi come un cerchio di raggio infinitamente grande avente il centro nel punto 
(x = 2/ = 0). Ed invero se si consideri il cerchio di raggio r avente il centro nel 
detto punto, si ha per ogni punto (x , y') della sua circonferenza 

sen n(a;) sen n(j/') = sen n(r). 

Quadrando quest* equazione e sostituendo a cos'n(y') la sua espressione in fun- 
zione delle coordinate x , y (equaz. 2) si ha 

(7) cos*n(x) — 2 cosflDj/ cosn(x) cosn(t/) + cos*n(2/) = sen*xj/ cos*n(r). 

Se r aumenti indefinitamente, sarà limco8-n(r) = 1 e r equazione (1) coinciderà 
coir equazione (6) ; il luogo quindi dei punti all'infinito del piano xy è un orieiclo 
{Geomet. Vnlersuch. art. 32). 

5. Sulla sfera di raggio R tale che sia tgn(R)=fc (I, 11, Oss.) immaginiamo 
una figura analoga alla figura piana considerata all'art. 1. 

Indicando i punti della figura sferica (ed i loro opposti), i cerchi massimi ed 
i loro archi colle stesse lettere che nominano gli elementi corrispondenti (punti, 
rette, segmenti) della figura piana e ripetendo le stesse considerazioni , otterremo 
r equazione 

(8) sen py tgx -l- sen xp tgy -f sen yx tgp = 
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equazione che si può dedurre iraraediataraente dalla equaz. (3) applicando T accen- 
nata legge di derivazione. 

Considerando la stessa figura suirori8/era (piano Euclideo) deducesi Tequazione 

(9) CD sen py -f y senx/> + p sen yx = 0. 

Infatti air equazione I, sussistente pella figura piana, corrisponde T equazione 

p = xcosxp + r senasp sen xr 

che vale pella figura orisferica ; e siccome 

r sen xr = y' sen xy' 
si ha 

y' senccp senajy' + x cosxp - p := 0. 

Similmente è 

y' senxy senxy' + a? cos acy - y = 0. 

Fra le ultime due equazioni eliminando il prodotto y'senocy' si ha l'equazione (9). 

Riassumendo, le tre geodetiche oriciclo, cerchio massimo, retta, riferite nel 

modo accennato, alle geodetiche fondamentali x,y sono rappresentate dairequazione 

(10) sen pyu 4- senxp-v + sent/acw = 

dove u, v, w sono rispettivamente : x,y,p pella geodetica dell' orisfera; tgx,tgt/,tgp 
per quella della sfera; cosn(x), cosn(j/), cos n(p) per quella del piano. 
6. Abbiasi ora l'equazione generale 

(11) Au + Bi; + C = 0. 

Per identificare questa equazione colla (10) porremo le proporzioni 

A : B : C = senpi/ : senxp : sent/x- w 

dalle quali si deduce 

Bsenxv Asenxi/ 

senxp = ; senpy = ^ • 



± VA* + 2AB cosxy + B« ^ v/A^ 4- 2 AB cos xy + B* 

-C O 



W=: 



=i: VA* + 2ABcosxj/ + B« 
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Gli angoli xp , py sono sempre reali giacché è soddisfatta la condizione*, 
sen^ccp^ 1 , senapi/ < 1 . 

Quanto a w osserviamo che peirorisfera e pella sfera esso può ricevere qual- 
sivoglia valore reale, non cosi pel piano dove la realità di p (ON) esige che sia 
adempiuta la condizione w^^l. Pertanto possiamo concludere che T equazione (11) 

rappresenta sempre una geodetica delForisfera ed una geodetica della sfera; rap- 
presenta ancora una retta reale del piano xy se 

< 1 



A* + 2ABcosa)2/4-B* 
ed una retta ideale se 



A* + 2ABcosan/ + B* > 



1. 



In quest'ultimo caso, se valga il segno di eguaglianza la retta ha un punto reale 
(il punto N) air infinito. 

7. Sopra un orisfera ausiliare conduciamo due oricicli fondamentali (deno- 
minazione di Beltrami) X, Y che si seghino in 0' sotto un angolo XY = xi/. Ri- 
feriamo ogni punto M' di detta superficie alle due geodetiche X,Y mediante le coor- 
dinate O'P' = X, O'Q' = Y che sieno le proiezioni normali sugli assi X, Y dell'arco 
geodetico O'H', e poniamo 

(12) X ^ cos n(a5) Y ^ cosn(j/). 

Queste equazioni stabiliscono una rappresentazione del piano xy suir orisfera 
XY e inversamente. In questo modo il Beltrami rappresenta i punti della sua 
superficie psoudosferica sul piano Euclideo {Saggio di inlerprelazione della Geo- 
rneiria non Euclidea). 

Ora fatto centro nel punto (X = 0,Y-0) con raggio orisferico R = cosn(r)dc 
scriviamo suir orisfera un cerchio, e cerchiamone l'equazione in coordinate X, Y. 
Sia M' un punto qualunque della circonferenza, che proietteremo normalmente sugli 
assi X, Y. Indichiamo con P',Q' le proiezioni e con Y', X'-gU oricicli proiettanti. 

Posto Y' = P'M', si ha 

X* -f Y'« = R2 

Ma si ha pure (S) 

r senXY senXY' + X cosXY - Y = 0. 

Eliminando fra queste equazioni Y' si ha T equazione cercata 

(13) X* - 2XY cosXY + Y« = R* sen*XY. 
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Dal confronto di questa equazione colla (7) emerge che il cerchio piano di 
raggio r avente il centro nel punto {x=y-0) è rappresentato sull'orisfera (in virtù 
delle equazioni 12) dal cerchio orisferico di raggio R avente il centro nel punto 
(X = Y = 0). Ora se r aumenti indefinitamente, essendo limR* = 1, il cerchio limile 
orisferico sarà 

(14) X« - 2XY cos XY + Y« = sen«XY 

e rappresenterà sulForisfera il luogo dei punti air infinito del piano xy. 

Pertanto la regione reale del piano xy trovasi tutta rappresentata dentro il 
cerchio limite orisferico, i punti all'infinito del piano sono rappresentati dai punti 
della circonferenza del detto cerchio e la regione ideale del piano è rappresentata 
dalla regione dell' orlsfera esterna al cerchio limite. Reciprocamente ogni puntp del- 
l' orisfera, interno a questo cerchio e rappresentato sul piano act/ da un punto reale 
a distanza finita, mentre i punti della circonferenza' limile sono rappresentati sul 
detto piano da punti reali air infinito. I punti dell' orisfera esterni al detto cerchio 
sono destituiti sul piano xy di ogni rappresentanza reale. 
8. La retta (reale o ideale) 

Acosn(aj) + Bcosn(2/) + = 

è rappresentata sulForisfera (6) dalla geodetica 

AX + BY + C - 

e recìprocamente. E siccome questa geodetica o sega il cerchio limite orisferico (10) 
gli è tangente oppure non ha con esso alcun punto comune secondochè 

C* = A* -f 2 AB cosaci/ + B* 

ne viene che le rette reali del piano xy sono rappresentate sulForisfera ausiliare 
da corde del cerchio limite, la retta ideale che ha un solo punto reale all'infinito, 
da una tangente del detto cerchio e le rette ideaU da oricicli non aventi col cer- 
chio limite alcun punto comune. 

• Agg, Se H, sia il punto delF orisfera, le cui coordinale parallele sieno A,B e 
si indichi con R| il raggio vettore del detto punto si ha 

R,« = A* -h 2 AB cosai/ + B« 
quindi secondochè C*= R,* la geodetica orisferica è segante, tangente o non segante 
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il cerchio limite e la retta corrispondente è reale, ideale con un punto reale, od 
affatto ideale. 

9 . Il piano xy si può ancora rappresentare sulla sfera, già considerata con- 
ducendo sulla superficie sferica i cerchi massimi 5 > ^ sotto un angolo Si] = acy, ri- 
ferendo ogni punto della sfera ai detti cerchi nel modo già adottato, e ponendo 

(15) tg? = cosn(x) , tgifjr=cosn(y). 

La regione reale del piano xy viene in tal modo rappresentata dentro il cer- 
chio sferico, che ha il centro nel punto (5 = 0,>] - 0) e che ha per raggio sferico 

r arco ^ , e dentro il cerchio sferico opposto ; le circonferenze di questi cerchi 

(cerchi limiti sferici) rappresentano i punti air infinito del piano xy e la zona sfe- 
rica che essi comprendono rappresenta la regione ideale del detto piano. Recipro- 
camente ogni punto della superficie sferica (ed il suo opposto) è rappresentato sul 
piano ocy da un punto reale a distanza finita, o da un punto reale all'infinito, o 
non ha rappresentanza reale secondochè esso punto giace dentro i detti cerchi li- 
miti, sulle loro circonferenze, o dentro la zona sferica che esse comprendono. 
Dalle equazioni (12) e (15) si deducono le altre 

(16) tg5 = X , tg>] = Y 

che stabiliscono una rappresentazione delForisfera sulla sfera e Ticeversa. 

L'orisfera è cosi rappresentata dall'emisfero di centro ($ = 0,i'] = 0) e dall'emi- 
sfero opposto; ed al luogo dei punti all'infinito dell' orisfera corrisponde sulla sfera 
il cerchio polare del punto ($=:0,>j = 0). 

Le coordinate polari offrono il mezzo più spedito per passare dall'una all'altra 
superficie; infatti, in virtù delle stabilite equazioni, isti punto reale o ideale ((i),cosn(r)] 
del piano corrisponde il punto (io,R = cosn(r)) dell' orisfera ed il punto (w, p=tgr) 
della sfera. 

10. L'equazione lineare (11) rappresentando iudiflerentemente (salvo il diverso 
significato delle n, v) una geodetica della sfera, della orisfera e del piano, di que- 
st' ultimo reale o ideale, ci porge il mezzo di dimostrare simultaneamente per le tre 
superficie quelle proprietà (grafiche) che si riferiscono semplicemente alla posiiioDe 
dei punti e delle geodetiche di una figura. Basterà nella traduzione di un risultalo 
algebrico in linguaggio geometrico por mente al carattere specifico di ciascuna su- 
perficie. I teoremi, per citare un esempio, di Desargues e di Pappo ricevono in 
tal modo una importante generalizzazione. 

Aggiunta. Lasciando al lettore la discussione dell'equaz. (3) pei vari casi par- 
ticolari, accenneremo soltanto alla forma semplicissima che essa assume se gli assi 
sieno ortogonali e la retta abbia comuni cogli assi x,y i punti (x=a,2/=0), (x=0,y='j; 
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infatti si ha in tale ipotesi 

cosn(ac) cos n(j/) _ 
cos n(o) cos 0(6)"" 

Si dedurrà p. e. facilmente dall'equaz. (3) che la retta da essa rappresentata 
ha comune coli* asse x un punto reale a distanza finita, o all' inGnito, o non ha co- 
mune con X alcun punto reale, secondochè 

cos*ii(p)^!?B;pv 
^ > sentaci/ 

oppure, se gli assi sono ortogonali, secondochè : 

< 

cos*n(p) = cos^a5p. 

Dall'equazione (1), supposte le rette x,2^ perpendicolari fra loro, si ricava 

(17) cos* n(p) = sennj(oc) cos» n(2/') 

da cui si deduce che il segmento p perpendicolare alle due rette t,a? è la loro mi- 
nima distanza ; ecc. 

III. 

1. È ovvio dimostrare in modo puramente sintetico, che le bisettrici degli 
angoli di un triangolo concorrono nello stesso punto, che è il centro del cerchia 
inscrillo nel triangolo ; teorema che si può ancora dedurre col procedimento già 
seguito (Parte I.) ne' casi consimiU considerati. 

A compimento di questo teorema considereremo la bisettrice di uno dcgH an- 
goli interni del triangolo e le bisettrici degli angoli esterni opposti al primo. Sia 
p. e. a la bisettrice dell'angolo BAC del triangolo ABC, e sieno p,Y le bisettrici 
degli angoH conscguenti di CBA , ACB, determiniamo sul segmento BC il punto A, 
in modo che sia AB -h BA, = kfi + CA e per A, conduciamo le perpendicolari alle 
bisettrici p , 7. Dette perpendicolari segheranno i prolungamenti di AB , AC nei punti 
C| , B, .cosicché si avrà BC, = BA, , B,C = A,C e però AC, = B,A. Se ne deduce che 
le bisettrici a , p , 7 dimezzano perpendicolarmente i segmenti C,B, , A,C, , B,A, ; 
quindi esse formano un fascio col centro a distanza finita all'infinito, oppure non 
hanno alcun punto comune. (Lobatschewsky, Geomelrische Unlersiich. §. 29,30). 
Se il centro del fascio è a distanza finita esso coincide col centro del cerchio che 
tocca il lato BC ed i prolungamenti dei due lati AB , AC. I punti di contatto sono 
Af 9 (^1 9 ^1 <^o™6 ^ facile provare. Se il centro del fascio e all'infinito. A, , B, , C, 

YOL. XV. 4S 



)( 3S4 )( 

sono i punti di contatto delle dette rette coiroriciclo limite di quel cerchio ex- 
inscritto. 

2. Gr. Bolyai nella sua ippendtx (Yeggasi la traduzione italiana di Batta- 
glini. Giornale di Napoli 1868) risolve il duplice problema: trovare T angolo di 
parallelismo relativo ad una data distanza, e dato un angolo acuto quale angolo di 
parallelismo trovare la distanza corrispondente. 

Della prima parte del problema ripeteremo qui con lievi modiflcazioni la solu- 
zione del Bolyai; quanto alla seconda parte, la cui soluzione generale si legge 
nella Appendix (§. 35), o nella già citata opera del Frischauf (art. 68), espor- 
remo una soluzione sufficiente per le costruzioni di questa memoria. 

Nelle presenti questioni considereremo la lunghezza assoluta dei segmenti ret- 
tilinei, avendo riguardo alla direzione delle rette quando ne indichiamo il paralle- 
lismo. E per angolo di due rette AB , AC intenderemo 1* angolo concat70 che esse 
comprendono. 

Ciò premesso si debba pel punto A condurre la parallela alla retta BG. Per A 
si conduca AB perp. BC e AD perp. AB. Poi da un punto qualunque C della BC si ab- 
bassi CD perp. AD. Si ottiene cosi il quadrangolo ABCD rettangolo in A, B, D pel 
quale si ha (Parte IL 10, agg.) 



(1) cosn(AD) = cosn(BC) senn(AB). 



Da questa equazione [25* della Pangéomélrie di Lobatschcwsky (*)] si deduce es- 
sere cosn(AD) < cosii(BC) ossia n(AD) > n(BC) e però AD < BC. 

Fatto centro in A con raggio eguale a BC si descriva una circonferenza. Sic- 
come è 

AD < BC < AC , 

detta circonferenza segherà il segmento DC in un punto E. Tirisi la retta AE che 
sarà la parallela domandata. 

Infatti dal triangolo ADE rettangolo in D, si ha 

cos n (AD) -- cos n (AE) cos DAE 
ossia 

cos n (AD) = cos n (BC) sen BAE. 

Dal confronto di questa equazione colla (1) si deduce che n(AB)=BAE ossia AE || BC. 
3. Il problema inverso è dunque: dato un angolo acuto condurre una retta 
perpendicolare ad un lato e parallela ali* altro lato. 

Sia ABC un angolo acuto e sia C un punto tale che si abbia n(BC)>ABC. 
In C innalziamo CA perp. BC, per A tiriamo AA' || BC e per B la BD perp. AA\ 



(*) Trad. in italiano daBattagiini: GiomaU di Napoli 1867. 
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Dalla equazione (Parte II. art. 2) 

sen a senn(x) cos u(y') + cos a cos n(ac) - cos n(j)) = 

si ha, supposto a = n (p) 

(2) cos n (2/0 = cotg à tg 1 1> (a) 

cioè r equazione di una retta (l) parallela alla direzione positiva della x e tale che 
la perpendicolare (p) condottavi dal punto (2c=0 , y'^O) forma colla x l'angolo a. 
Applicando la (2) alla figura in questione si ha 

(3) cos n (C A) = cote CBD tg ^ n (BC) • 

Cerchiamo ora la condizione cui deve adempiere il segmento BG affinchè le rette 
BD j GÀ si seghino, ossia perche risulti 

CBD<n(BC). 

La condizione necessaria e sufficiente perchè questa disuguaglianza sia soddi- 
sfatta può cosi esprimersi 

cotgCBD>cotgn(BC), 

ossia (equaz. 3) 

1 

(4) cos n (CA) cotg r n (BC) > cotg n (BC). 

Dal triangolo ABC, rettangolo in C, si ha 

cos II (CA) = cos ri (AB) cos BAC 
cotg n (BC) = cotg n (AB) sen BAC. 
Fatte le opportune sostituzioni nella (4) si ha 

cotgin(BC)> ^g"tf. 
^2 ^ ^ senn(AB) 

e siccome 

sen n (AB) = tg BAC tg ABC 
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si deduce 

1 

cotg2n(BC)>cotgABC 

e però 

n (BC) < 2 ABC 

■ 

quale condizione perchè le BD , CA si seghino. 

Sia ora il punto C tale da soddisfare alla limitazione 

(5) ABC<n(BC)<2ABC. 

In tale ipotesi, eseguendo la costruzione accennata, le rette BD.CA si segheranno 
in un punto E ; per E conducendo EF perp. AB si avrà EF od FÉ || BC. 

Infatti le BC , AD , EF sono le perpendicolari abbassate dai vertici del trian- 
golo BAE sui lati opposti (Parte I, art. 11) e due di esse essendo parallele (BC||A:V) 
saranno pure parallele alla terza secondo la medesima direzione. 

Sarà poi BC || ad EF o ad FÉ secondochè T angolo BAA' riescerà ottuso od acuto. 

Se è ABC ^ r 1^ condizione n (BC) < 2 ABC è soddisfatta da qualsivoglia seg- 
mento BC e però in questo caso si potrà prendere ad arbitrio il punto A sul lato 
BA e condurre AC perp. BC. La (5) essendo cosi soddisfatta si otterrà nel modo 
indicato la retta perp. BA e || BC. 

4. Se A A' Il BB' si può per ogni punto A dato sulla A A' determinare B sulla 
BB' in modo che l'angolo A'AB sia eguale ali* angolo WBk {Appendix $. 37). 

Infatti si congiunga A con un punto qualunque C della BB' e si dividano a 
metà gli angoli A'AC , ACB'; le bisettrici si segheranno in un punto D. Da D si ab- 
bassi DE perp. AA',DF perp. CB' e si divida a metà l'angolo EDF. La bisettrice, luogo 
dei punti equidistanti da E,F è pure il luogo dei punti equidistanti da AA',GB' come 
è ovvio dimostrare. La perpendicolare condotta per A alla detta bisettrice segherà 
la BB' nel punto B domandato. 

5. La divisione del piano in n angoli eguali ossia della circonferenza in n 
archi eguali è possibile con costruzioni orisferiche qualvolta detta divisione sia pos- 
sibile nella geometria Euclidea, cioè quando n abbia la forma Gaìissiana. Ed in- 
vero sia il centro di un cerchio piano, A un punto qualunque della circonferenza 
Per si conduca la perpendicolare al piano e per A la AA' parallela air una o 
all'altra direzione di detta perpendicolare. L'orisfera che ha per asse AA' avrà co- 
mune col piano quella circonferenza e però eseguendo suH'orisfera le costruzioni 
della Geometria Euclidea si dividerà detta circonferenza in n parti eguali. 

Dobbiamo oltre a ciò osservare che per una forma particolare di n sappiamo 
risolvere il problema con costruzioni piane. La forma cui alludiamo è 2^-3^ (dove 
^ sia od 1 come nella forma genexi^le). Bo.lyai avea solo notato la divisione 
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della circonferenza con costruzioni piane in 2^ parti eguali. (Vcggasi Ilo ìlei. Essai 
antique sur Ics principcs fondamenlaux de la Géomélrie élèmenlaire. Paris 1861, 
oppure la prefazione dello stesso A. alla traduzione francese delle : Geomelrische 
Vnleì*such.). La divisione della circonferenza in 3 parti eguali si ottiene nel seguente 
modo. Costruiscasi sopra un segmento qualunque il triangolo equilatero e si di- 
mezzino i suoi angoli. Le tre bisettrici (mediane, altezze ecc.) concorrono nello stesso 

punto formando angoli =-o"- Costruendo al centro del dato cerchio angoli eguali a 

quelli cosi ottenuti si sarà divisa la circonferenza in 3 archi eguali. 

6. Divisa la circonferenza in n archi eguali i punti di divisione saranno 
vertici delFn-gono regolare inscritto. Gli angoli dell' n-gono regolare orisferico sono 

indipendenti dal raggio ed eguali a ti ; quelli invece dell' n-gono regolare 

piano diminuiscono all'aumentare del raggio e si annullano quando il raggio diviene 
infinitamente grande. 

Dalla formula (6) (Parte II) possiamo immediatamente dedurre quando due tan- 
genti di uno stesso cerchio si segheranno, saranno fra loro parallele e non avranno 
alcun punto comune. 

Indicando con p il raggio del cerchio e con a Y angolo dei due raggi che vanno 
ai punti di contatto si ha dalla (6) che le dette tangenti avranno un punto comune 
a distanza finita, all'infinito, oppure non avranno alcun punto comune secondochè 

< 1 

(6) cos*n (p) = cos* - a. 

1 ic 

Ma n (p) ed - a essendo non maggiori di s (art. 2) , alla (6) potremo sostituire 

l'altra 



< 1 

cosn(p)=r cos-a 



più semplicemente 



n(p)||«. 



Se nella circonferenza di raggio p sia inscritto T n-gono regolare e si condu- 
cano pei vertici le tangenti, queste formeranno l'n-latero regolare circoscritto i 
cui vertici saranno reali a distanza finita, reali all'infinito od ideali secondochè 



< » 
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Cosi finché n (p) > ^ si otterrà il triangolo equilatero, circoscritto al detto cer- 
chio, coi vertici a distanza finita. Se p aumenti fino al limite n (p) = J i vertici del 

triangolo si porteranno all'infinito e Farea del triangolo raggiungerà il suo mas- 
simo valore nk^. 

Dopo quanto fu esposto torna facile la costruzione di questo triangolo. 

Si costruirà p (art. 2) tale da soddisfare all'eguaglianza n(p) = ^ e descritta 

la circonferenza di raggio p e divisala in 3 archi eguali si condurranno pei punti 
di divisione le tangenti. 

Di questo triangolo, già considerato dal sommo Gauss parla il Beltrami nel 
suo Saggio di Inlcrprclazione della Geomelria non Euclidea considerandolo quale 
triangolo pseudo-sferico. 

In generale, indicando con A l'angolo (interno) dell' n-gono regolare (di l' spe- 
cie) si ha l'area 

(7) S = &M(n-2)i:-nA]. 

E però se con raggio eguale alla distanza che corrisponde all'angolo di parallelismo 

- si descrive un cerchio, l' n-gono regolare circoscrittovi avrà gli angoli nulli e 

quindi l'area massima (n — 5)Tufc*. Tutto questo si ottiene con semplici costruzioni 
piane se n ha la forma particolare (2^ 3^) sopra citata. 

Agg. Dalla 3* parte della circonferenza sottraendo la 4* parte si ottiene rarco 

g e però l'equazione {Appendix §. 38) 

X 

e* =2 

si può risolvere graficamente con semplici costruzioni piane. 

Fra i risultati più notevoli delle ricerche di G. Bolyai vi ha la gtiadnUura 
geometrica del cerchio ottenuta sotto certe condizioni, con costruzioni in parte piane, 
in parte orìsferiche. {Appendix §. 43). 

La soluzione di questo problema nella Pangeometria è fondata sulla costrusione 
di un n-gono regolare avente l'area nfc*. 

L'angolo di tale poligono sarà (equaz. 7) 

, n-3 

A — TC 

n 
e però il triangolo i cui Iati sono : apotema del poligono, metà del Iato e raggio del 
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cerchio circoscritto, ajrà gli angoK (opposti ordinatamente ai detti lati) — — e 
"9 s- Quindi detto p r apotema si ha 

sen - 
(8) sen n (p) = - 



cos-^ — i: 
zn 



quale condizione cui dcTe soddisfare il raggio di un cerchio affinchè Fn-gono re- 
golare circoscrittOTi abbia Farea zk*. 

La costruzione di p' è possibile quando n abbia la forma Ga ussiann^ e però è, 
in tal caso, possibile la costruzione delFn-gono regolare di area nk-. Tutti i poli- 
goni regolari di area r&^ ad eccezione del triangolo, di cui si è già parlato, hanno 
i vertici a distanza finita. 

Considereremo due casi particolari ; quello di n = 4 e di n = 6. 

Per n = 4 si ha (equaz. 8) 

senn(p) = l /l" :^\2+ V2^=V2- v^T 

• 

Costruito sull*orisfera senn(p) e poi l'angolo n(p), si otterrà con facile co- 
struzione (art. 5) l'angolo n(p) sul piano, dopo di che usando semplicemente di 
costruzioni piane si otterrà il quadrangolo regolare avente l'area zk*, cioè gli an- 

goh = ^ir. 



Per n = 6 si ha 



senn(p) = ^:ij \2 =-^ 



e però 



n(p) = ii:. 



Quindi con semplici costruzioni piane si ottiene l'esagono regolare avente gli 
angoli retti e però farea =dk*. 

Sia ora A'ÀB un angolo acuto e sia AB tale che risulti ad un tempo BB'perp. AB 
e II AA' ; si determini sulla retta BB' il punto C in modo che sia A'AC = BTA , e 
si costruisca l'arco di orìciclo AC che ha per asse AA'. Indicando rispettivamente 
con ff r, p fareo di orìciclo AC, la eorda AC ed il segmento AB, si ha {Afpendix 
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§. 43 e Pangéomélrie equaz. 22) 

Tip» = uk* cotg* n(p). 

Indicando con 6r Y area del cerchio piano di raggio r si ha {Appendix e Pangéo- 
mélrié) 



(9) er = 4T:Jk*cotg«nr0 . 



E siccome (Pan^éomé^rte equas. 21) 

cotgn(p) = 2cotgn(^y 

si deduce (Teorema di G. Boiyai) che il cerchio orisferico di raggio p è equiva- 
lente al cerchio piano di raggio r. 

Ciò premesso se cotg*ri(p) sia un numero intero { od una frazione aritmetica 

dove 71 abbia la forma Gamsiana^ si potrà costruire un poligono avente Farea 



m 



n 

m 



T^kH e uk* — , equivalente cioè al cerchio piano di raggio r ed al cerchio orisfe* 

7» 

rico di raggio p. Questo poligono è altresì equivalente al cerc/iio s/erico avente per 
raggio l'arco che lia r per corda {Appendix'^. 32, VI). 



Se A'AB = j ; sarà 



er = ufc« 



cioè : il cerchio piano di raggio r ed il cerchio orisferico di raggio p sono equiva- 
lenti all'esagono regolare circoscritto al cerchio di raggio p. Quindi nel caso con- 
siderato la quadratura geometrica del cerchio piano di raggio r si ottiene con sem- 
plici costruzioni piane. Dalla espressione (9) di br si deduce che l'angolo A'AC 

[eguale a ^(«j] '^^ 1^ tangente =2, il che somministra un facile mezzo per co- 
struire r' tale che 6r' = 4ic7c*. 

Si può giungere speditamente a tale risultato nel seguente modo : 

Si prolunghi AD di un segmento BD = AB e si conduca per D la DD' che formi 

ADD' = A'AD [= ^] . Inoltre da A si abbassi AE perp. DD'. Si ha 

«2p = i:A»cotg»n(AE). 
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Ma 



cotgn(AE) = \- cotgn^2p) , 



sen* n (p) 
Quindi : 

cioè : se p è tale die sia n (p) = j , il cerchio di raff^^io 2p è quadruplo delFesa- 
gono regolare circoscritto al cerchio di raggio p. 

Milano, Aprile 1877. 
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ESERCIZII SUL CALCOLO DELLE FORJIE BINARIE 



PKL DOTTOR 



GIULIO PITTARELLI 



1 . La geometria delle forme binarie a coelTlcicnti reali si fon ia sulla teoria 
dei ceniri armonici. Ora dati n elementi (punti di una punteggiata, rette o piani 
di un fascio) di una forma geometrica di prima specie, per es. n punti Pi,/>r*-/'« 

di una retta, e due altri punti qualunque m ed o di essa, dinotando con X ( ) 



la somma dei prodotti degli n rapporti - - presi ad r ad r, Y equazione 



I ("-^0 =« ('> 



determina, come si sa, r punti in, che si chiamano centri armonici di grado r (/d 
dillo slslema di punii p rispello al polo o, ed n r punti o centri armonici di 
grido n-r del dato sislenia di jnniti p ri$pMo al polo m (*). Con un linguaggio 
poco diverso diremo che gli n-r punti o formano Yt""^ siaiema polare (das Polar- 
system r^" Ordnung) del polo m rispetto agli n punti p, e che gli r punti m for- 
mano Y{n — ry'^^ sistema polare del polo o rispetto agli stessi n punii p (**)., 

La (1) si compone di (M prodotti, indicando con (JM il numero delle com- 
binazioni di n cose ad r ad r; ogni rapporto, per es. — ^, è ripetuto in tutte le 
combinazioni dei rimanenti n— 1 rapporti presi ad r-1 ad r-1, cioè ha percoefli- 
ciente la somma simbolica \ ( — ) ? dove non entra più p, ; e gli altri tcr- 
mini della somma (1) sono al numero di 



(?)-(?: I)=C%"') 



(*) Cremona. Inlroduzione ad una teoria delle curve piane, art. III. 
(••) Clebsch. Vorlesungen Uber Geometrie, p. 206-207. 
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per una nota proprietà dei coeUlcienti binomiali (*) , e però danno la somma 
/j ( — ) 5 escluso anche p,. 

Onde la (1) può prendere la forma 



?),o -'^-'n-i^P^ K^K " n-i^PO K " 



Di qui è chiaro che se o coincide con p^ si hanno le due 






n-OPPiS-i 

c però il teorema : 

Assumendo come polo uno degli n punti p dati ; imo degli r armoHÌci dt 
grado r coùicide co?i esso, e gli altri r-1 saranno armonici del grado r-l deZ 
sistema formalo dai punti rimanenti rispetto a quello scelto come polo. 

2. Siano ora X, ed Xg due punti fondamentali e di riferimento, e si ponga 

_?!l. — J^*_ = - ' ( I ) 

A.jCu X\n '^^1^2 

dove X dinota un punto qualunque della retta X.Xj, e XìX — — xXì dinota in 
grandezza e in segno il segmento che unisce il punto X^ col punto x. Trattandosi 
di rette o piani di un fascio riferiti alle due rette o piani fondamentali X, , X, , 
si ponga 

X t ÌJU«» M. 



senXia^ senxX^ senXjX^ 



(!') 



dove X dinota una retta o un piano qualunque del fascio XjXj , e X^ac = - xX^ di- 
nota in grandezza e segno l'angolo che X^- forma con x, 

I due numeri x, ed acj , o più semplicemente il loro rapporto, fissano la po- 
sizione dell'elemento ce (punto, retta o piano), e però sono le coordinate di x, E 
dalle (1) si trae subito 

Xt-\'X^=-Ì', (2) 

come dalle (1'), ricordando che 

scn*X,X2 = sen^XiCc + acXj) - sen*X,a5 -\- sen'asX, + 2 senX,3C senxX^ cosXjXj 



(*) Baitzer. Aril. fjeiicrale § 23, 3. 
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si ottiene 

sci* + ajj» 4- 2 x,ac2 cos XjX, = 1 . (2') 

Le equazioni (1) e (2) mostrano essere x,,2C2 le componenti parallele applicate 
in X, ,X, di una forza di valore 1 applicata in x; e le equazioni (T) e (-2') mo- 
strano essere x^ , x^ le componenti agenti secondo le rette X^ , Xf di una fona 1 
agente secondo la retta x , ovvero le componenti situate sui piani Xj , X| di 
un* area (coppia) 1 situata sul piano x. 

Ponendo 

a^x^ + a^x^ = O'x > 
una forma binaria f^. delF ordine n 



/x = «0»,^ + (f) a^x.^'-'x^ + (J) a,x,«-«x, 



"7" • • • "t" **n**'2 



si rappresenta simbolicamente con 



fx = (Ofi»! + ataJa)* = Ox" » 

e nello sviluppo della potenza ciascuna combinazione a^^a^ dei simboli a, e a, 
si rimpiazzerà col coefficiente effettivo a^. Eguagliando a zero la forma /^, si avranno 
n valori reali o immaginari pel rapporto x, : x^ , e però n punti x. 

Siano ora due altri punti y e 2 di coordinate (t/, , j/i) e (2, , jsj). Tra i quattro 
punti 2/, jz, Xi,x passa la nota relazione di Eulero 



yz • X,x + j/X| • xz + j/x-zX, =0 , 



da cui 



X.x = — X,i/ + ^.X,z, 
^2/ 2/2 



ossia 



ed anche y (3) 

»i = 5i2/t + Si^i ) , 



dove 



zx xy zy 



(4) 



Le formole (3) servono ad esprimere le coordinate di un punto qualunque x 
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in funzione lineare delle coordinate omonime di due altri punti j/,2, e di due co- 
stanti ^, , ^2 il cui signiflcato geometrico è dato dalle (4). Se ben si guardi , le 
it 9 ^2 s<)no le coordinate del punto x riferite non alla coppia X,Xs ma ali* altra z y; 
dimodoché le (3) si possono riguardare come formole di trasformazione lineare delle 
variabili XiX^ nelle altre ^^ , S,. Il determinante della sostituzione (3) è 

3 . Sostituendo nella f^ ad X| , scs i valori (3) si ha 
ovvero sviluppando la potenza simbolica 



n 



f- = ^Xr) '*^"" '*^' ^*'" ^*' == '5 " °'^" ^*^ 



La forma binaria di ordine n in S, : ^2» eguagliata a zero, dà n valori del rap- 

zx 
porto 5i • 5i = — • Per le note relazioni tra le radici e i coefficienti di un' equa- 
zione si ha 



e quindi la forma simbolica 



us)y^ ch- "' ■ 



.'/-' «/ , 



(•) Sviluppando la f^. = /"(«, , ar») = /"(j/tSi + s,5i . VtS» + *t5i) = Tj con la forinola di 
Taylor si hanno le due somme identiche 

ed eguagliando i coefficienti della potenza ^ikt"^ °^^^o sviluppo simboUco ed in quelli 
di Taylor si ha 
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eguagliata a zero, esprime una relazione tra le coordinate di due punti';/ e::, tali 
che y è centro armonico di grado n — r degli n punti x rispetto al polo 2 : e vi- 
ceversa z è centro armonico di grado r rispetto al polo y degli n punti x: in 
altri termini la forma «y"~''t// è r(/i -;)"** polare, del polo y tenuto fisso, ovvero 
l'i.ma polare del polo z tenuto fisso. 

Sia hj. un fattore della forma fj. = aj^, e si indichi con Cj.""' la forma costi- 
tuita dagli n - 1 fattori rimanenti di aj^ : il fattore 6^. eguagliato a zero dà uq 
punto di aj^ le cui coordinate, ricavate dalla 6jX, + ò^cc, = 0, sono proporzionali 
a valori 

Considerando la forma 

ed operandovi le sostituzioni (3), come il primo membro diviene a^* , così il se- 
condo membro diviene ^^Ys**"', ossia 

Da questa identità, col paragonare i coefficienti delle stesse potenze di ^, : l^j 
si trae la 

na,/-''<i/ " (n - r) ^',/~'""' r, • h^ -f r ' y''"'"c/""* • ò.. 

Facendo coincidere il polo 1/ c(pI punto jj determinato dalla /;^ = 0, la prima 
parte del secondo membro svanisce avendo per fattore /)y, la seconda parte diventa 

dove è a considerarsi 1/, - />, ; j/j = - 6| . e si scinde per conseguenza nelle due 

ft, -0 ossia b^^O, e (r,^- fV),)''-'-('-«>r/-* = , 

le quali danno di nuovo il teorema delFart. 1. 
4. Consideriamo due polari qualunque 

«/-^// = o , r V'-"' (//' = , (n 

e cerchiamo la condizione che uno degli armonici del grado r coincida con uno di 
quelli del grado r'. Tale condizione si ottiene eliminando il rapporto z, : -♦ tra le 
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due equazioni (I). Come si sa dalla teoria dell' eliminazione il risultante sarà del 
grado r rispetto ai coefficienti di o^-^'a^\ e del grado r' rispetto ai coefficienti 
di (^^"^oJ- E poiché tali coefficienti contengono i coefficienti di aj*" a primo grado 
e le variabili y, , y, rispettivamente ai gradi n — v' ed n-r\ si vede subito che 
il richiesto risultante sarà dell'ordine n(r -f- r'> - 2rr' nelle variabili, e del grado 
r + r' nei coefficienti di a^^ (*) , e rappresenterà per conseguenza n{r + r') - 2rr' 
poli y per ciascuno dei quali uno degli elementi armonici del grado r coincide con 
uno di quelli del grado r'. Or se noi assumiamo come polo un punto rappresentato 
da a^.", con esso coincide, come vedemmo innanzi, uno degli armonici di un grado 
qualunque ; la forma aj^^ ì cui punti soddisfanno alla condizion del problema, deve 
essere quindi un fattore del risultante considerato ; il quale, liberato da un tal fat- 
tore, diventa un covariante (associato di a^* rispetto alla stessa a/) dell'ordine 
Ti(7-4-r'- l)-2rr' e del grado r-hr'-i. Cosi con l'aiuto della geometria si giunge 
air importante proposizione di algebra : 

Eliminando z, : z^ ira le polari ay"■^a/ , rJ^'^'r,^' della forma SiJ\ la forma 
a^." sarà un fattore del risullunle, il quah diverrà così un coxutrianle dell' ordine 
n(r -f- r' ~ I) e det grado r 4- r' - 1 (**). 

5. I due covarianti che nascono eliminando 2, : 2j tra la prima e la seconda, 
e tra la prima e la terza polare di 0^.'*, meritano una considerazione particolare, 
e sono degli ordini 2{n —5) e 3(n- 2; e dei gradi 2 e 3, come si vede dalle for- 
molo precedenti ponendovi r—ì ed r' = 2, 0:^3. Tali covarianti, volendo usare i 
metodi piuttosto comuni di eliminazione, si ottengono ingegnosamente ma difficil- 
mente ; laddove usando la notazione simbolica, e calcolando anche simbolicamente 
alla maniera deirillustre Clebsch, reliminazione si esegue in un batter di occhi. 

I. Siano la prima e la seconda polare di z rispettivamente 

la prima delle quali potremo anche scrivere 

introducendo il simbolo 6 in luogo del simbolo a. Dall'ultima si ricava 



(*) La parola ordine è usata per la dimensione che hanno le variabili, grado per )a 
dimensione che hanno i coefficienti della forma fondamentale f, Clebsch. Vorlesungen 
iiber Geometrie, Dritte Abtheilung, s. 194. 

(**) Battaglinì. Sulle forme binarie di grado qtuilunque. Questo Giornale Voi. IX. 
Salmon Algebre, art. 134, enuncia un solo caso particolare del teorema quando cioè 
r = 0, ed f'=l. Hermite, Creile v. 52. 
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onde la forma aJ^'^a,^ diventa 



a/-» (a,6, - a,6,)* V"* = (««>)* «/"* «^x""* ' ^x* ; 
e quest'ultima espressione si compone della forma ft/ = a/ = ft e del covariante 

che è l'Hessiano di a/ (•). 

IL Siano in secondo luogo la prima e la terza polare di a/ rispettivamente 

Eliminando z linearmente si ha da prima 

e non resta che eliminare z tra questa forma e la prima scritta col simbolo e. 
Cosi si ha senz'altro 

espressione composta dal fattore c/=a/=f e del covariante (a6)(ftc)*6/-*c/"*a/"', 
che e il Jacobiano di f e del suo Hessiano. 

6. Credo di far cosa utile, ove si consideri lo scopo e la natura di questo 
Giornale, esporre in breve il calcolo delle due forme precedenti. 

Essendo f=^a^^ si hanno le 



onde 



^=n(n-l)a-«o,^ , 



d^f 



dx^ 



:i=^n{n-ì)a^'"-'^Q.} 



d^f 



dXi dXi 



^nin- l)a/"*a,Oj 



5X|* dXi dXi 



a»/- 



ay 

aacj, dx^ dx^ 



= n«(n-l)* 



a^^'^a,^ 



n-2 



a^''^a^a 



\^*i 



"-«/i t 



ttx" *ft|«f «x"^»! 



(*) Ciebsch. Opera citata. Dritte Abtheiluag. 
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Per togliere l'apparenza d'illusorio che ha il secondo membro, sostituisco nel- 
r ultima verticale il simbolo b al simbolo a ; cosi esso diviene 



n^n-'iy 



a/-*a,« 6/-«6,6t 



a/-«a,a, 6/- «6,» 



= n«(n-l)«a/-«6/-*a,6, 



a, 6, 
a, 62 



Il simbolo b poteva anche introdursi nella prima verticale in luogo della se- 
conda, cosi che il secondo membro diviene 



- n* (n - 1)* aa,""* 6^,**"* a^b^ 



a, 6| 
a, 6, 



Facendo la somma delle due espressioni, si ha 



9V 



dxi* dx^ dxi 

dXt dX2 dx^ 



= ?i* (n - I )« a/-» 6/-« (a,6, - ajb,)\ 



e dividendo per n*(n - I)* e ponendo come al solito a^b^ - ajb^ = (a6) si ha 
Formiajio ora il Jacobiano tra f-a^ e tra l'Hessiano H = Hx»"~*- Si ha 



s/' 


^r 








d£C, 


dxt 




««""' «1 


0»""' Ol 


dH 


an 


= 2n(n-2) 


H,»^'H. 


H,»»-»H, 


aac, 


dtc, 









= 2n(n-2)(«H)o/-*H^ 



t»-5 



Il secondo membro può esprimersi tutto coi simboli della forma f primitiva. 
Infatti prendiamo la prima polare del polo y del primo e secondo membro del- 
r equazione 

cosi 

(2n - 4) H^»»-» Hy = (n - 2) (6c)« | bj^^ by c/-« + e/"» e,, 6/-« ! . 

VOL. XV. 41 
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Le due parti del secondo membro sono identiche, poiché 6 e e sono simboli 
di una stessa forma /*, onde la loro somma può essere rimpiazzata col doppio di 
una di esse, per es. con la prima parte ; per conseguenza 

Ponendo l/i = - g^i , y» = «i , e moltiplicando per rr^**"* si ha 



(aH) a/-« n^««-' - {ab) (6c)* 6/-» c^«-« a 






forma indicata da Clebsch con T = Ta.*(''~3'. 
Clebsch chiama la forma 



(aa)* a,—* a 



m-k ^ n—k 

X 



il k^^ scorrimenlo di a/* sopra a^ ; la parola Btorrimenlo è stata adoperata dal 
eh." prof. Bertini in un suo articolo pubblicato in questo Giornale Voi. XIT, 
p. l (*) ed è la traduzione del tedesco UeberschiebUng. Così che l'Hessiano è il 
secondo scorrime^ilo di f su sé slessa ^ il covariante T è il primo scorrimenlo di 
f su di H. 

7. L*nessiano H ed il covariante T si ottengono (senza la presenza del fat- 
tore f) da considerazioni geometriche differenti come fa Clebsch (**). 

I. Esprimiamo la condizione che due punti tra gli 7i - 1 armonici di grado 

n-ì rispetto al polo y rappresentati da ^ y, + ^ t/, = coincidono tra loro ; 
avremo 

av ay ay av 

Se tra queste due equazioni eliminiamo i/, ed y^ si ottiene, tranne un fattor nu* 
merìco, la forma H, che per conseguenza rappresenta i 2(n-2) punti doppi del 
sistema formato dagli n - 1 armonici di grado n - 1 . Se poi tra le stesse equa- 
zioni eliminiamo x, ed x^ si ottiene un'altra equazione P = 0, anche del grado 
2(n-2), che rappresenta 2(n-2) poli y tali che, rispetto a ciascuno di essi, il 
sistema degli ?i - 1 armonici del grado n-ì ha un punto doppio, rappresentato 
da uno dei punti di II. 

I punti rappresentati da H sono tali che prendendo rispetto a ciascuno di essi 



(*) Sistema simultaneo di due forme biquadratiche binarieé 
(•*) Vorlesungen Uber Geometrie, p. 206*207. 
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come polo i due armonici di secondo grado della forma /", questi coincidono. In- 
fatti esprimendo la condizione che i due punti y dati da 

dx,* y* ^ ^ aoj, dxt ^' y* ^ dx* y* -^ 

coincidano, si lia H = 0. 

Inoltre la forma 2/1^ + 2/t ^-^ = al variare del rapporto j/pj/j rappresenta 

un'involuzione di ordine n- 1 determinata dai due gruppi r-^, ^. Gli elementi 

doppi dell' involuzione sono determinati dall' Hessiano di f. 
n. Le due 

rappresentano rispettivamente il primo sistema polare di y del gruppo f—Q e del 
gruppo H ^ La condizione che i due sistemi abbiano un punto comune, si trova 
eliminando Xi^x^ tra le equazioni ora scritte. Si ottiene cosi un'equazione in 
Vìiì/ti = 0, dell' ordine 3 (n - 2) che rappresenta 3 (n - 2) poli y tali, che i due 
primi sistemi polari rispetto ad f e rispetto ad H hanno un punto comune. I punti 
cornimi poi sono determinati dair equazione che si ottiene eliminando j/i , 1/2 tra le 
due date Questa equazione evidentemente è la T=:0. 

Se nelle due forme superiori si pone y2'yi=^> ^ ^^ ^^^ dì ^sse si scrive 5i 1 5i 

m luogo di ac, ,Xi si hanno le ■^•^■^■^ » ì^'^^lìr ^^^ rappresentano, al va- 

riar di X, due involuzioni di ordine n-ì e 2(n-2)-l proiettive tra loro nel senso 
più generale, cioè tali che a ciascun punto x della prima corrispondono 2(n-2)-l 
punti ^ della seconda, e per contrario a ciascun punto i di questa corrispondono 
n — 1 punti X di quella. 11 covariante T rappresenta 3 >7i — 2) punti ciascuno dei 
quali appartiene «ille due involuzioni contemporaneamente. 

Nota. Per vedere davvero la superiorità del metodo simbolico di Aronhold 
e di Glebsch, eseguo le due eliminazioni dell* art. S con i metodi ordinari , non 
senza usare qualche ripiego. 

I. La prima e la seconda polare di y (primo e secondo emanante) sono 



la quale ultima si può scrivere 

\d} y' + s^s^ y*) y^ + ia^^ y* + w ^v ^* = "• 



(1) 
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Poiché la prima e la seconda polare svaniscono per un medesimo valore di 
Vi = 2/z > svanirà per lo stesso valore anche il loro Jacobiano, per un notissimo teo- 
rema (•), e però 



J = 



av 



dXi 



ìyi + 



sv 



Vt 



dXi doDf dXt dxt dxt 



d*f d*f 

yt+SZTtVt 






dXf 



= 0, 



Pel teorema di Eulero sulle funzioni omogenee si ha 

e il determinante J, sostituendovi gli ulthni valori delle prime derivate, diverrà il 
prodotto di due determinanti, così 



(n-l)J = 



2/< Vt 



ay ay 



a»,* ^x^ dXx i 

» 

ay gy I 



In virtù della prima delle (1) si può prendere 



onde 






_af 
asB, 



^» — as;- 






ed essendo il secondo determinante del prodotto eguale a 

n>(n -1)*H 



viene 



2J 



n*(n-l) 



=r.H. 



(*) Hesse i4na2y/. 6f6om. des Raumes^ 8. Vorlea. Salmon Algebre Hrt. 70. 
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IL Indicando con A|, F espressione 

JIL IL^—^IL— IL 
si vede facilmente che 

" dXi 1 9cC|* SflCj SaJi dx^* dx^ » * 
e per le relazioni (2) e pel valore di H si ha 

. n» .. dE 

Allo stesso modo se con l^t ^^ dinota 1* espressione 

8X4' * 8a), 8x4* 8x, ' 9x2 ' 
si trova • 

A„=2(n-.l)x,^^. 

Pure immantinente, fatto 

d^f df 9Y Sf 
" ~ 3x,* 8x2 ' 8X2 8x, Sxj* * 9X| ' 
si ha 



""Sx, Ux, 8X2' 8X2 8x2* 8X|J 2 ^ 



poiché basta eseguire la derivazione e tener conto del valore di H. In virtù delle 
(2) si ha 



da cui 



A« = -Y(n..l)g^(x,H)+|\n-1)«H, 



A|i = -y(n-l)x,g^ + y(n-l)(n-2)H. 



Poiché H è dell'ordine 2(n-2), cosi 



gH 8H 

2(n-2)H = x,g^+X2^^; 
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e però, scrivendo A^, = - i„ , viene 



n' 






Siano ora la prima e la terza polare 



Formando i! Jacobiano della prima e della seconda di queste forme si ha 



J' = 



df_ 



df_ 
Sac, 

ii- 

dXt 



= 0. 



Essendo f , una forma cubica in y, , y^ si ha * 



a<?, a*?, 



99, _8*9, 3*9, 



^ aTT - À:n J/i "^ a« fl.. y» » 2 sTT - a,. »,. J/" + a;7Ì V* 



3*9, 



1 3*9, 3Y 



2/1 + 



3V 



2/t 



1 3*9, _ 3»f 



yi + 



3Y 



6 3y,* " a»,» "' ^ dx,* dxt "* ' 6 3i/, 3y, ~ 3a,* Sa» •" "^ 3x, 3a;. 



-tVt 



13*9, 



3>/' 3V 

— iJ'« + 3-S7J'»- 



6 dy^* dXi dXi 



Se nelle tre ultime espressioni si pone y, = j^ 1 2/2 = — 5 — > esse divengono 
^n 9 ^12 9 - ^u ) le prime due equazioni poi si mutano nelle 

= 4iiyi+ Alt 1/11 ó -^ =-*^jiyi--^«y2' 



3 ay, 



3 dy^ 



le quali per i valori delle A diventano 

1 da n^ dH ^s 

3 3^ = 2 <" - •>(^'=«» - ''*'«•) 4 "■ ^ ^" ~ '^^" " ^^^^' 

I 39, n* . , ^ , . 311 n* , ., / a. „ 

3 9J; = T ("-•> ^l/'®» - y*® <)^-2'('» -')(»»- 2)2/, H. 



i 



)( 375 )( 



Dunque 



2 J^ 

3 ?i*Oi-l) 






IL 



OTT OTT 

(ytXt-y^t) -^ +(n-2)y,H , (y, 05,-1/,»,) ^^ - (re-2)2/, H 



Scomponendo in due determinanti parziali, il secondo, che avrà per fattore 
(n 2)H è . 



3x, 



Vi 



ÈL 

dXt 
Vi 



df df 



che è nullo per ipotesi ; il primo avrà per fattore i/,x, - y^f ed è 



^1 

dXt 

aii 

dXf 



m 

dXf 



dimodoché sarà 












df 


df 


2 J' 

3 n«(n-l) ~^y*^*' 


■ 


dx, 


dxt 
dH 






dx. 


dXf 



Ha, essendo j/, = r-^ > 2/2 = - -q^ » " primo fattore del secondo membro ri- 
produce nf^ il secondo fattore è poi eguale a 2H(n-2)T; dunque si ha 



J' 



3n*(n-l)(?i-2) 



=rT. 



Campochiaro (Molise), Febbraio 1877. 
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SULLE EQUAZIONI A RADICI EQUIDIFFERENTI 



PER 



FRANCESCO VIAGGI 



A pag. 28 del presente Volume di questo Giornale evvi una nota sulle equa- 
zioni a radici equidifferenti per Stefano Gatti; credo opera non inutile mostrare 
una via più spedita per giungere allo stesso risultato ottenuto in queir articolo. 

Trovare le radici deli* equazione 

sapendo che esse formano una progressione per differenza. 

Chiameremo a , a+/i , a4-2/i , ... ,af(n-l)h le n radici dell* equazione ; allora 
avremo i* equazione 

- (I, = a + a + /i + a 4- 2/1 + ... + a + (n - l)/i = na f ^^^T" W i. (I) 
E poiché sappiamo che 

+2a/i[l+2+3+.-+(n-1)] = na* + ^'(^^"^K^^-^) /it+n(n- 1 ) a/i 
sarà 

a,« = [a+a-H/i-f a+2/i f ...+a+(n-l)/i]« = na^ + n{n-i){ln-i) /jt^^(^„|)a/i+2aj. {i 



6 
Ora dalla (2) sottraendo la (I) elevata a quadrato e divisa per n, ottiensi 



C^) 



n - 1 , nin^- I)., ^ 



)( 311 )( 
donde 



n ' ?i* - i 



e quindi la (1) ci porge : 



a = ì [-^^\/3(n-i)("-^>°'*-'H- 

Conosciuti a e A, sono note le radici 

a , a 4- A , a 4- 2/i , . . . , a -f (n - 1) h. 

Se poniamo h- k , avremo che le radici della equazione proposta sono rap- 
presentate dai termini della progressione 

a, a f&,a-h2/c, . . . ,a + (n-l)fc 

se poniamo h=^ — kj esse saranno i termini di 

a , a — 4 , a - 2fc , . . . , a - (n - 1) fc. 

Ora queste due progressioni risultano degli stessi termini ma disposti in or- 
dine inverso; per dimostrar ciò basta far vedere come il 1" e Yrmo termine della 
prima progressione sono identici alF^i"*^ e al i^ delia seconda. 

Infatti siccome dalla (I) si ricava a= — 5— h, nella prima progressione 

nella seconda progressione 



^^^^^WV^^^^M^^'N^^^^^^^^^*»** 
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TEOREMA SULLA SOMMA DI TRE QUADRATI INTERI 

PBK 

UGO DAINELLI 



.•H.^.'^^^^v^^^r'^'N^^*-* 



Integrando per parti ciascun termine dell' equazione 

(1) -^ + ^= = 

vi -f X* VI + y^ 

ridotta a forma intera si ottiene per integrale della (1) T equazione: 



(2) aj\/H-i/*4-t/Vl +a;«=C; 

e ponendo : 






donde : 



(3) 






l'equazione (l) dà 
(4) a + ? = k. 

La costante arbitraria C è il valore di x per j/ = viceversa, e si ha : 

oppure sostituendo a + ^ a ki 

~ 2e«.cP • 
Sosf ituendo ad e' , e^ i loro valori (3) la (3) si trasforma nella identità : 

(h 2(a;f v'T+àc«)(y f v'T+y*)ix>/rfF4j/Vl+a;»f = (x+VÌ+a?)»(!/+ VT+y*)*- 1 
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Questa, ponendo : 

P = (35 + N/TTac»)(t/ + VlTy») 



Q = x Vi +y* + 2/ Vi +05* 
si pone sotto la forma: 

p = Q + vr+1? 

ossia 

(li) j(x-f yJU^Xy^ \/l+y*)-(x v/T+y*+i/ \/ !+«*) f = ' + (a? \/l7y*-f-i/ Vi+^O'- 

Se si parte dall'equazione 

dx dy ^^ 

n/TTx* VrTy* 

e si fanno le operazioni analoghe si trovano le identità 

(III) {x+ >/TTcc«)*- (2/+ >/rTyO'=^(o5+ n/i+x')(i/^- s/Uy'OÌaj V W-y VT+x» j 

(IV) ^ 

j(x+ VlTx»)- (x N/TTy*-l/ VTT?)(y + n/T^^ 

Queste stesse identità si troverebbero considerando che l'equazione 

e*cZa e^dS ^ 

ammette i due integrali 

(a) (e* + Vi 4- c»»)(e? + Vi + e*0 - C 

(ft) e* \/lTé«P -f eP VTTc" = e , 

e che ponendo 



r equazione trasformata 

dx , dy 



Vi +x« Vi+iy* 

ammette i due integrali 

(o') («+ VrTx^)(i/+ VH-i/«) = D 

(6') 35 Vi +V* + j/ Vi 4- X* = d • 
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Combinando F integrale (a) con l'integrale (b') poi (b) con {a') e determinando 
la costante arbitraria si trovano le due identità (I) e (II). 

Ripetendo le stesse operazioni negli integrali dell* equazione : 

e* da eP d? 



si trovano le due identità (III) e (IV). 

Si vede dalle posizioni fatte che queste identità saranno sodisfatte da quantità 
positive soltanto. 

Da queste identità se ne deducono altre e la (II) conduce a un teorema di 
numeri. 

Facendo nella (II) 

A B 

dove A e B sono dufi numeri interi si trova, fatti i calcoli, 1* identità : 

(m) [A • B]* + [A (A + B)]« f [B (A + B)]« = [A^ + B* -f- AB]*. 

É facile verificare direttamente che si ha pure identicamente : 

(?0 [A . B]* -f- [ A ( A - B)]* + f B (A - B)]* = f A« -f B* - AB]« 

o|)pure collettivamente : 

[A.B]« + [A(A^t B)]* + (Bi(A ± B)]* = [A(A tt B) 4- B^J* = |B (B tt A) + A«]« 

e si conclude che : 

Teorema. — La somma dui quadrali, del prodoUo di due 7mmeri interi e 
dei prodoUi di ciascuno di essi per la loro somma e differenza è un quadrato. 
Se nella (m) ed (n) facciamo A e B eguale a 'uno, troviamo le identità : 

(m) [A]* f [A + ti* + [A(A -h 1)1* = [A(A + 1) -h 11* 

(?0 [A - 11* + [A]* + [A(A - 1)]* = [A (A - 1) + 1]* 

e si conclude che: 

Teorema. — Il quadrato d*un numero intero qualunque, più, il quadrato 
del suo consecutivo, piii il quadrato del loro prodotto è eguale al qìiadrato del 
numero consecutivo di questo prodotto. 



